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3.322 Kupferoxydul Cu,O 


Aus den Arbeiten von v. AUwERS [16], DiNwALD und WaGNER [47], 
GUDDEN [61], GUNDERMANN, HAUFFE und WAGNER [64], LE BLANc und 
SACHSE [90] und WalIBEL [128] geht mit Sicherheit hervor, daB die Leitfahig- 
keit des Kupferoxyduls mit steigendem SauerstoffiiberschuB, d.h. Kupfer- 
mangel, zunimmt. ENGELHARD [49] untersuchte Leitfahigkeit und Hall-Effekt 
unterhalb Zimmertemperatur an Kupferproben, welche durch Oxydation in 


Tempering be/ 1000° C. 
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Fig. 14 und Fig. 15 
Hall-Konstante und spezifischer Widerstand des Cu,O bei tiefen Temperaturen. 
(Nach ENGELHARD.) 


Cu,O tibergefiihrt wurden. Durch Tempern in Sauerstoff bzw. im Vakuum zwi- 
schen 500 und 1000°C wurde die O-Konzentration variiert. Die Figuren 14 und 
15 zeigen das Wesentliche seiner Messungen. Die Leitfahigkeit 14Bt sich in der 
ublichen Form 
o = A ec Anlleen) 

darstellen. Das Vorzeichen der Hall-Konstanten ist positiv und bestatigt, daB 
Cu,O ein Mangel- oder Lécherleiter ist. Fiir die Aktivierungsenergien ergeben 
sich Werte zwischen 0,232 und 0,390 eV. Im allgemeinen liefert Oxydation 
hohere, Reduktion tiefere Werte. Besonders stark hangt die Mengenkonstante 4 
von der Vorbehandlung ab. Die Donatorenkonzentration, die fiir eine Probe zu 
n4—=1,4-10'8cm~* berechnet wurde, erhdhte sich durch Tempern in Sauer- 
stoff auf 3,4 - 1019 und sank durch Tempern in Vakuum auf 5,4 - 1017, Dieses 
Verhalten ist mit den theoretischen Vorstellungen durchaus im Einklang. 
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Aus der Leitfahigkeit o und den Hall-Konstanten R ergibt sich die Tempe- 
raturabhangigkeit der Beweglichkeit, die in Fig. 16 dargestellt ist. Nach 
FROHLICH und Morr [58] laBt sich die experimentelle Kurve mit der theoreti- 
schen Formel (26) gut in Ubereinstimmung bringen mit einer charakteristischen 
Temperatur 0 = 280° und einer effektiven Elektronenmasse m* = 0,25 Mo. 

DUNWALD und WAGNER sowie JUSE und Kurrt- 

SCHATOW [83] untersuchten das Temperaturgebiet 

zwischen 100 und 1000°C. Nach Jusé und Kurt- gy 

SCHATOW wird die Leitfahigkeit durch eine zwei- 
gliedrige Formel ; 


o = Aye FEAT) 4 4, 9 AEs) 500 


N 
S 
Zeweglichkeit ( we) 


gut wiedergegeben. Die Konstanten A, und AE, zei- 
gen keinerlei Abhangigkeit von der O-Konzentration 
und ergeben sich zu A, = 44 Q-1cm—!; AE, =0,72eV. sid 
Dagegen variiert AE, zwischen 0,129 und 0,134 eV, 
und A, steigt mit zunehmender O-Konzentration 
von 4-10-% auf 0,4 2-1cm~—}!. Die Autoren schlieBen 
daraus, da8 bei tiefen Temperaturen Mangelleitung, 
bei hohen dagegen Eigenleitung wirksam ist. Dem- 
entsprechend ware zu erwarten, daB mit steigender 
Temperatur infolge der gegeniiber der Locherkon- 
zentration rascher wachsenden Elektronenzahl die 
Hall-Konstante stets kleinere positive Werte an- Fig. 16 

nimmt und schlieBlich ihr Vorzeichen wechselt. Tat- | Temperaturabhangigkeit der 
Sachlich ist dieses Verhalten von ScHorrky und  6cherbeweglichkeit im Cu,0. 
WalIBEL [113] gefunden, in einer spdteren Arbeit CO a art ee 
[114] aber widerrufen worden. 

Neuere Messungen stammen von ANGELLO [14] und FELDMANN [52]. 
ANGELLOs Messungen umfassen wieder einen kleinen Temperaturbereich zwi- 
schen —40 und 100°C und lassen deshalb natiirlich keine weitern Schliisse zu. 
Fig. 17 ist der Arbeit von FELDMANN entnommen. Oberhalb 400°C zeigt sich 
ein Verhalten ahnlich dem von JusE und KurtscHatow gefundenen. Die 
Steilheit des geradlinigen Astes ergibt sich fiir alle Proben, unabhangig von der 
Vorbehandlung, zu AE = 0,78 eV, was mit friitheren Messungen befriedigend 
iibereinstimmt. Dieser Wert ist nach FELDMANN jedoch nicht identisch mit der 
Aktivierungsenergie AE, fiir einen Mangelleiter, sondern mu8 anders inter- 
pretiert werden. Als Donatoren wirken im Cu,O unbesetzte Platze im Cu-Teil- 
gitter. Nach DUnwaLp und WacNneER erfolgt die Diffusion der Cu-Ionen so 
rasch, daB, entgegen dem Verhalten des ZnO, der Fehlordnungsgrad einem 
thermodynamischen Gleichgewichtszustand entspricht. In diesem Falle steigt 
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die Konzentration m4 der Akzeptoren mit wachsender Temperatur und steigen- 
dem duBeren Sauerstoffdruck #, und zwar gilt nach WAGNER [127]: 


a= Const. puna te (42) 


Dabei ist E, die Energie, welche nétig ist, um eine Fehlstelle zu erzeugen, d.h. 
2£, der notige Energiebetrag, um ein O-Atom am Cu,O-Gitter anzulagern und 
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Elektrische Leitfahigkeit (Ikurve A) und Hall-Konstante (Kurve B) 
des Cu,O bei hohen Temperaturen. 
(Nach FELDMANN.) 


zwei Leerstellen im Cu-Ionengitter zu schaffen. Nach (15) ist die Zahl der 
Lécher 


Me const Te al @ OMe RD (43) 


so daB sich fiir die Leitfahigkeit, unter Beriicksichtigung von (23), ein Gesetz 
von der Form 
o = const sUaT 118] oer eae (44) 


ergibt, wo / wie tiblich die freie Weglange bedeutet. Aus der Steilheit des gerad- 
linigen Astes der Kurve A in Fig. 17 ergibt sich daher nicht die Aktivierungs- 
energie AE ,, sondern die Summe E,+ AE,. Hierfiir findet man den oben an- 


gegebenen Betrag von 0,78 eV. Der wahre Wert der Aktivierungsenergie kann 
daher erheblich kleiner sein. 


Ea ee 
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Die nach (44) zu erwartende Abhangigkeit der Leitfahigkeit oberhalb 400°C 
vom O-Druck ist schon von DiNWALD und WAGNER bestitigt worden, wie aus 
Fig. 18 hervorgeht. Daraus muB geschlossen werden, daB im Cu,O, entgegen 
friiheren Ansichten, bei hohen Temperaturen keine Eigenleitung eintritt. Er- 
neute Messungen des Hall-Effektes durch FELDMANN scheinen damit im Ein- 
klang zu stehen, indem kein Vorzeichenwechsel der Hall-Konstanten gefunden 


© Messung nach Drucksteigerung 


© Messung nach Druckverminderung 


i 


7 0 +7 *2 
Fig. 18 ; 
Elektrische Leitfahigkeit des Cu,O als Funktion des Sauerstoffdrucks. 
(Nach DtUnwaLp und WAGNER.) 


wird. Immerhin ist es schade, daB oberhalb 400°C offenbar keine Messungen 
des Hall-Effektes mehr gemacht worden sind (Fig. 17, Kurve B), denn der 
Vorzeichenwechsel wurde von friiheren Autoren erst bei 500°C gefunden. 

Die Beweglichkeit der Locher 5, ist auBerordentlich stark temperaturab- 
hangig, und zwar ist unterhalb 150°C 6, ~ T~°, oberhalb 150°C 6, ~ T-’. 

Unterhalb 300°C friert die Fehlordnung ein, d.h. die Zahl der Akzeptoren, 
n4 ist unabhangig von der Temperatur und hangt nur ab von der Vorgeschichte, 
wie ENGELHARD beobachtete. Obschon die Messungsergebnisse von ENGEL- 
HARD und von FELDMANN bei Zimmertemperatur einigermaBen tibereinstim- 
men, liegen bis heute keine zuverlassigen zusammenhangenden Messungen tiber 
tiefe und hohe Temperaturen vor, die fiir eine restlose Abklarung des Leitungs- 
mechanismus im Cu,O unbedingt notwendig waren. 


3.323 Siliziumkarbid SiC 


Versuche zur Messung der elektrischen Leitfahigkeit des Siliziumkarbids 
(SiC) sind von SEEMANN [119], SEARS und BeEcKER [117], VoELKL [125], 
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GuILLERY [62], KurrscHatow, Kostina und Rusinow [86], OSTERBERG 
[105], HENNINGER [68], BosE und Kasterr [25] und in neuerer Zeit von 
Buscu [32] sowie BuscH und LaBwart [36] unternommen worden. Die alteren 
Messungen erstrecken sich teils tiber sehr kleine Temperaturbereiche, teils wur- 
den die MeBergebnisse durch die hochisolierenden Sperrschichten an der Ober- 
flache des SiC stark gestért. BuscH untersuchte die Leitfahigkeit an umfang- 
reichem, einkristallinem Material mittels Sonden zwischen 77 und 1400°K. 

SiC ist ein Valenzkristall mit wurzitahnlicher Struktur. Jedes Si-Atom ist 
von vier C-Atomen in Form eines regularen Tetraeders umgeben. Die technisch 
hergestellten Kristalle sind durch Einschliisse von Fremdatomen sehr verschie- 
denartig gefarbt. Reines SiC ist farblos [77], mit zunehmender Verunreinigung 
werden die Kristalle gelblich, griin und schlieBlich schwarz glanzend. Spektral- 
analysen haben ergeben, daB gelbliche Kristalle bis zu 0,01% Fe und Mg, grine 
bis zu 0,05°% Fe und Mg, schwarze Kristalle dagegen 0,2% Al und Ca und 
0,1°% Mg enthalten. Die Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit ist in den 
Figuren 19 und 20 dargestellt. Fiir hinreichend tiefe Temperaturen 1aBt sich 
die Leitfahigkeit durch eine zweigliedrige Formel 


Gas, eABI(2kT) 4 4) 9 ~AEs|(24T) 


darstellen. Hall-Effekt-Messungen von BuscH und LABHART zeigen, daB gelbes 
und griines SiC ein 1-Typ, d.h. ein UberschuB-, schwarzes SiC dagegen ein 
p-Typ, d.h. ein Mangelleiter ist. 

Fur 1-SiC schwanken die Leitfahigkeiten bei 0°C zwischen 10-1? fiir fast 
farblose und ca. 5 2-1 cm~ fiir dunkelgriin gefarbte Kristalle. Fiir die Aktivie- 
rungsenergien AE, bzw. AF, ergeben sich Werte zwischen 1,57 und 0,157 bzw. 
0,191 und 0,051 eV. Die Mengenkonstanten A, und A, liegen zwischen 6,3 und 
260 2-1! cm~} bzw. 0,3 und 10 Q-1cm~!. Die entsprechenden Wertebereiche 
fiir p-SiC sind bedeutend enger. Fiir ojo¢ wurden Werte zwischen 6,2 - 10-1 
und 1,80 2-!cm~! gefunden. Die Schwankungsbereiche der iibrigen GréBen 
sind: AE,: 0,226—0,281 eV, AE,: 0,038—0,052 eV, A,: 160—350 2-1 cm-t, 
Ay: 0,18—0,95. O-* cm}, 

Bei hohen Temperaturen zeigen sich ausgepragte Leitfahigkeitsmaxima, 
die fiir m-SiC zwischen 480 und 1100°K, fiir p-SiC zwischen 950 und 1020°K 
gefunden worden sind. Oberhalb dieser Temperaturen nimmt die Leitfahigkeit 
bis zu den héchsten MeBtemperaturen von 1400°K mit steigender Temperatur 
ab. In allen Fallen ergab sich eine vollig exakte Reproduzierbarkeit der MeB- 
werte an ein und demselben Kristall. Stundenlanges Erhitzen bis 1000°C in 
Luft hatte keinerlei Einflu8 auf die Ergebnisse, so daB die Fehlordnung zweifellos 
als «eingefrorener» Gleichgewichtszustand betrachtet werden kann. 

Da SiC homoopolare Bindung besitzt, sollte die Leitfahigkeit bei hohen 
Temperaturen durch ein Gesetz von der Form (30) darstellbar sein, die auf 


a ee 
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einer Temperaturabhangigkeit der Beweglichkeit nach (29), d.h. b ~ T-3/2 be- 


ruht. Aus (30) laBt sich bei bekannter, d.h. aus dem Experiment bestimmter 
Aktivierungsenergie AE die Temperatur T,,,,, bestimmen, bei welcher das 
Maximum der Leitfahigkeit zu erwarten ware. Auf diese Weise ergeben sich 
jedoch Temperaturen, die 5—10mal zu hoch liegen! Eine Ubereinstimmung 
konnte zwar durch eine bedeutend stérkere Temperaturabhangigkeit der Be- 
weglichkeit erzwungen werden. Es zeigt sich jedoch, daB dies nicht angingig ist. 


G 2-7 cm-l 
102 


70 
] 
70-1 
10-4 
0 o} 10 15 
Fig. 19 Fig. 20 
Elektrische Leitfahigkeit des 1-SiC als Funk- Elektrische Leitfahigkeit des p-SiC als Funk- 
tion der Temperatur. (Nach Buscu.) tion der Temperatur. (Nach Buscu.) 


Die tibliche Kombination von Leitfahigkeit und Hall-Konstanten ergab die 
in der Fig. 21 und 22 dargestellte Temperaturabhangigkeit von iio. In der 
Fig. 23 ist das Produkt Ro versuchsweise als Funktion von T~#? aufgetragen, 
und es zeigt sich, daB fiir hohe Temperaturen die spater von SEITZ theoretisch 
begriindete Abhangigkeit tatsdchlich gilt. Der Grund fir die niedrigen Tr em- 
peraturen, bei denen die Leitfahigkeitsmaxima liegen, kann daher nicht in 
einer starkeren Temperaturabhangigkeit der Beweglichkeit liegen, sondern muB 
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Temperaturabhangigkeit der Temperaturabhangigkeit der 
Elektronenbeweglichkeit im -SiC. Lécherbeweglichkeit im p-SiC. 
(Nach Buscu und LaBHart.) (Nach Buscu und LABHART.) 
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auf einer geringeren Zunahme der Elektronenkonzentration mit steigender 
Temperatur beruhen, als nach der Maxwell-Boltzmannschen Statistik erwartet 
wird. Tatsachlich ergeben sich fiir hohe Temperaturen Elektronenkonzentra- 
tionen von 1018 cm- fiir -SiC und 4 - 1019 cm- fiir £-SiC. Diese Elektronen- 
konzentrationen sind schon so hoch, da8 mit beginnender Entartung gerechnet 
werden mu8. Die konsequente Durchfiihrung der in 2.3 erlauterten Ansatze 
fiir ein schwach entartetes Elektronengas fiihrt auf einen Ausdruck fiir die 
Leitfahigkeit bei mittleren und hohen Temperaturen von der Form 


is T=3l2 i 
a 0 eo 1+ 4(D*/np) T- 8/2 gAE|(kT)}1/2 ° (45) 


Dabei bedeuten 


oe 3/5 SiC 8 
Pe . 6 ae 3/2 U a 
Q it Sve Tota: ae a ae 1. 
o + 

ree va . SiC 8a 

IDE? 5 Pees o gemessene Werle 
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\V — Berechneles ; 


\ @ Anschlusspunkt 


T = mittlere Relaxationszeit, 
Np Konzentration der Stérstellen. 


Es ist leicht ersichtlich, da8 fiir tiefe Tem- 
peraturen der Ausdruck (45) genau in das 
Gesetz von WILSON (30) tibergeht. Fiir sehr 
hohe Temperaturen ergibt sich dagegeneine 2/ 
Abnahme der Leitfahigkeit mit steigender 
Temperatur, namlich 


Gar 


Zu einer analogen Temperaturabhangigkeit 
gelangte M6cLIcH [98] auf Grund der For- 
mel von SAHA. Wie Fig. 24 zeigt, werden 
die experimentellen Ergebnisse bei hohen 
Temperaturen durch (45) sehr gut wieder- 9,907 
gegeben. Bei tiefen Temperaturen zeigen 


die Leitfahigkeitskurven, besonders fiir 
p-SiC, charakteristisch flach verlaufende Fig. 24 
Aste mit sehr kleinen Aktivierungsenergien. Gemessene und nach (45) berechnete Leit- 


Gleichzeitig nehmen die Beweglichkeiten fahigkeit im Gebiet schwacher Entartung 
3 : : B A 
mit sinkender Temperatur stark ab (Fig. ae Seach usctund LABEARS,) 


21 und 22). Dieses Verhalten kann nach 
Buscu und Lasuart dadurch erklart werden, daB im SiC zwei Arten von Stor- 
stellen mit verschiedenen Aktivierungsenergien wirksam sind. Die starke Ab- 


C7 


atoms 
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nahme der Beweglichkeit mit sinkender Temperatur wurde darauf zurtickgefihrt, 
daB die Stérstellen der einen Art infolge ihrer hohen Konzentration (1018 bis 107° 
pro Kubikzentimeter) in Wechselwirkung miteinander treten und Elektronen 
austauschen kénnen. Dadurch kame eine zusdtzliche Leitungszone mit sehr 
groBen effektiven Massen und damit kleinen Beweglichkeiten zustande. 

Nach neuesten Gesichtspunkten ist es jedoch auch denkbar, daB die Ab- 
nahme der Beweglichkeit bei tiefen Temperaturen auf eine Zunahme der Streu- 
wahrscheinlichkeit durch Verunreinigungen des SiC-Gitters zuriickzufiihren ist. 
In diesem Falle ware mit der durch Gleichung (29) gegebenen Temperatur- 
abhangigkeit der Beweglichkeit zu rechnen. 

SiC ist nach den oben beschriebenen Resultaten’ein amphoterer Halbleiter. 
UberschuB- und Mangelleitung beruhen sehr wahrscheinlich auf demselben 
Mechanismus wie im Si und im Ge. Einlagerungen von Elementen, deren Wer- 
tigkeit kleiner als 4 ist (Ca, Al), erzeugen Mangelleitung (p-Typ); Verunreini- 
gung durch Fe liefert ahnlich wie bei Silizium UberschuBleitung (-Typ). 


3.324 Silizium Si 


Uber den Mechanismus der hohen elektrischen Leitfahigkeit des Si herrschte 
wahrend langer Zeit Unklarheit. Gegen den metallischen Charakter sprechen 
die Messungen der Intensitatsverteilung im Emissionsspektrum der langwelli- 
gen Rontgenstrahlung von O’BRYAN und SKINNER [104]. Nach diesen muB 


geschlossen werden, daB das Energieband der Valenzelektronen voll besetzt ist ~ 


und daher keine metallische Leitung verursachen kann. Auch nach den ersten 
Messungen von KONIGSBERGER und SCHILLING [85] ist Si ein nichtmetallischer 
Leiter. Damit scheinen aber die Untersuchungen von SEEMANN [118], SCHULZE 
[115] und LAusTeER [89] in Widerspruch zu stehen. Diese Autoren finden fiir 
Temperaturen zwischen 77° und 1000°K eine schwache Abnahme der elektri- 
schen Leitfahigkeit an Si-Einkristallen mit steigender Temperatur und schlieBen 
daraus auf metallische Leitfahigkeit. Demgegeniiber stellten MEISSNER und 
VoicT [93] ausdriicklich fest, daB an Si-Einkristallen, die sie bei 1,2°K unter- 
suchten, kein metallischer Temperaturkoeffizient gefunden werden konnte. 
Eine vollige Klarung ist erst durch die umfangreichen Arbeiten amerikanischer 
Forscher an den Universitaéten von Pennsylvania und Purdue, vor allem aber 
durch PEARSON und SHOCKLEY [107] und PEARSON und BARDEEN [106] er- 
reicht worden. 

PEARSON und BARDEEN benutzten als Ausgangsmaterial sehr reines Si mit 
nur etwa 0,03% Verunreinigungen, das durch Reduktion von SiCl, mittels Zn 
in Form langer Kristallnadeln erhalten wurde. Dieses Material wurde durch 
Zusatze von 0,0005 bis 1 Gew.-°% Bor bzw. 0,001 bis 1° Phosphor legiert. 
Entsprechend den in Abschnitt 2.42 entwickelten Vorstellungen erzeugen Zu- 


Spezitischer” Widerstand i'n Beart 
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satze des dreiwertigen Bors Mangelleitung, solche von fiinfwertigem Phosphor 
dagegen UberschuBleitung. Die Temperaturabhangigkeit der Leitfahigkeit bzw. 
des spez. Widerstandes 9 = 1/o geht aus den Fig. 25 und 26 hervor. Es zeigt 
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Spezifischer Widerstand von Si-B-Legierungen Spezifischer Widerstand von Si-P-Legierungen 
als Funktion der reziproken Temperatur. als Funktion der reziproken Temperatur. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) (Nach PEARSON und BARDEEN.) 
Die Kurven entsprechen folgenden B-Zusatzen Die Kurven entsprechen folgenden P-Zusatzen 
in Gewichtsprozenten: 1:0; 2:0,0005; 3: 0,001; in Gewichtsprozenten: 
0002702 0/0055 60073-0105 Salj0. Ae O00UNB 0005756: OL De 1,0 


sich, daB fiir hohe Temperaturen alle Widerstandskurven, unabhangig vom 
Stérstellengehalt der Proben, in ein und dieselbe Gerade einmiinden. Dies ent- 
spricht einer Eigenleitung des Si mit einer Aktivierungsenergie AE; = 1,12 eV. 
Die Leitfahigkeiten bei tiefer Temperatur wachsen dagegen in charakteristischer 
Weise mit zunehmender Konzentration der Beimengungen. 
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gen (32), (34) und (35) die Zahl » der Ladungstrager berechnet. Das Ergebnis 
zeigen die Fig. 27 und 28. Es zeigt sich, daB fiir kleine Konzentrationen der B- 
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Fig. 27 
Zahl der Ladungstrager pro cm? in Si-B- 
Legierungen als Funktion der reziproken 
Temperatur. 7) ist die Entartungstempe- 
ratur, (Nach PEARSON und BARDEEN.) 
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Durch Messung der Hall-Konstanten R wurde entsprechend den Gleichun- | 
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Fig. 28 
Zahl der Ladungstrager pro cm? in 
Si-P-Legierungen als Funktion der reziproken 
Temperatur. Ty ist die Entartungstemperatur. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) 


bzw. P-Zusatze die Loécher- bzw. Elektronenkonzentrationen ungefahr ex- 
ponentiell mit der reziproken Temperatur ansteigen. Fiir hohe Konzentrationen 
ist die Zahl der Ladungstrager dagegen sehr hoch (bis 5 - 102° cm-8) und prak- 
tisch unabhangig von der Temperatur. Die gestrichelte Kurve Ty stellt in beiden 
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Figuren die nach dem Entartungskriterium (16) giiltige Abhangigkeit der Ent- 
artungstemperatur von der Konzentration der Ladungstrager dar. Die Proben 
7 und & in Fig. 25 und C und D in Fig. 26 sind praktisch im ganzen Temperatur- 
gebiet entartet. 

Durch Bildung des Produktes Ro wurde ferner die Beweglichkeit der 
Ladungstrager als Funktion der Temperatur berechnet und in Fig. 29 und 30 
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Fig. 29 
Lécherbeweglichkeit als Funktion der reziproken Temperatur fiir Si-B-Legierungen. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) 


in doppelt logarithmischem MaBstab als Funktion von der reziproken Tem- 
peratur aufgetragen. 

Die theoretisch begriindete Proportionalitat der Beweglichkeit zu T-*? (vgl. 
Abschnitt 3.11) bei hohen Temperaturen wird, ahnlich wie fiir SiC, sehr schén 
bestatigt. Unterhalb ca. 100°K nimmt die Beweglichkeit mit sinkender Tem- 
peratur wieder ab, entsprechend einer Zunahme der Streuung der Ladungs- 
trager an den Gitterstérungen (B- bzw. P-Ionen). 

Im Gebiet der Stérleitung wurde eine auch fiir andere Halbleiter charak- 
teristische Abnahme der Aktivierungsenergie mit zunehmender Storstellen- 


94 GEORG BuscH ZAMP 


konzentration beobachtet. Fiir sehr reines Si (Probe 1) mit einer Akzeptoren- 
konzentration ,— 1,5 -1016cm-3 ergibt sich eine Aktivierungsenergie AE 4 
von 0,075 eV. Die Dielektrizitatskonstante des Si betragt 13. Damit berechnet 
sich nach Gleichung (20), Abschnitt 2.4, eine Aktivierungsenergie AE ,=0,08eV, 
was mit dem experimentellen Wert angenahert tibereinstimmt. Fiir die hochste 
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Fig. 30 
Elektronenbeweglichkeit als Funktion der reziproken Temperatur fiir Si-P-Legierungen. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) 


beobachtete Konzentration m4 = 5,3 - 1018 ist die Aktivierungsenergie dagegen 
praktisch Null. Fig. 31 stellt den ganzen Verlauf dar. Diese Erscheinung kann 
nach PEARSON und BARDEEN in folgender Weise gedeutet werden. Wenn ein 
isoliertes Atom ionisiert wird, verschwindet das Anziehungspotential zwischen 
dem entstandenen Ion und dem abgetrennten Elektron. In einem Halbleiter 
werden jedoch die ionisierten Donatoren oder Akzeptoren durch die Leitungs- 
elektronen teilweise abgeschirmt. Dadurch entsteht im ionisierten Zustand ein 


} 


; 
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Anziehungspotential, das (negativ) um so gréBer wird, je kleiner der mittlere 
Abstand der Stérstellen ist. Dieser Abstand ist proportional n, 13, wo n4 die 
Konzentration der Akzeptoren bedeutet. Die Aktivierungsenergie wird daher 
mit zunehmender Akzeptorenkonzentration kleiner, und zwar gilt 


AE a AE ia alls 


AES bedeutet die Aktivierungsenergie fiir unendliche Verdiinnung der Akzep- 
toren und betragt fiir Si auf Grund der Erfahrung etwa 0,08 eV. Damit und 
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Fig. 31 
Aktivierungsenergie fiir Si-B- und Si-P-Legierungen als Funktion der Stérstellenkonzentration. 
(Nach PEARSON und BARDEEN.) 


einem empirischen Wert a = 4,3 - 10-8 ergibt sich die ausgezogene Kurve in 
Fig. 31, welche den beobachteten Gang der Aktivierungsenergie mit der Akzep- 
torenkonzentration gut wiedergibt. Auf Grund einer quantitativen Abschatzung 
wird fiir a ein Wert von 3- 10-8 gefunden. Die Ubereinstimmung ist daher 
gréBenordnungsmabig recht befriedigend und stiitzt die gegebene Erklarung. 

Fiir sehr hohe Stérstellenkonzentrationen ergeben sich neue Verhaltnisse. 
Silizium mit mehr als 1019 pro Kubikzentimeter eingelagerten B-Atomen bzw. 
P-Atomen besitzt eine elektrische Leitfahigkeit, die von der Temperatur prak- 
tisch unabhangig ist (Kurven 6 bis 8 in Fig. 25 bzw. Kurven C und D in 
Fig. 26). PEARSON und SHOCKLEY [107] fanden sogar bis zu Temperaturen von 
10°K keine Anderung des spezifischen Widerstandes. Die Aktivierungsenergie 
ist fiir solche Legierungen praktisch Null, so daB die Zahl der Ladungstrager 
unabhangig von T gleich der Zahl der Donatoren bzw. Akzeptoren wird. Das 
Elektronengas ist in diesem Falle stark entartet, und die Leitfahigkeit wird 
auBer durch die Zahl der Ladungstrager nur durch die Beweglichkeit bestimmt. 
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Fiir tiefe Temperaturen wird die Beweglichkeit nur durch die Streuung der 
Stérstellen beschrankt. . 

JoHNSON und LarK-Horovitz [81, 82] berechneten diese Streuung fiir ein 
entartetes Elektronengas und fanden dafiir véllige Temperaturunabhangigkeit. 
Es zeigt sich, daB in diesem Fall der spezifische Widerstand g nur noch von 
der Stérstellendichte m abhangt, die mit der Anzahl der Ladungstrager iden- 
tisch ist. Fiir die Beweglichkeit gilt 


i = A: ah n2ls 
ae 4¢ 


und fiir den spezifischen Widerstand o = 1/(e 7 6) folgt daraus 


Dag ae ee 


It 4 e? 


Durch Einsetzen der Zahlenwerte ergibt sich 
o = 6270 1-13 Qcm, (46) 


was groBenordnungsmaBig mit den beobachteten Werten tibereinstimmt. 

Das Verhalten des Siliziums als Halbleiter ist somit weitgehend abgeklart, 
und die experimentellen Ergebnisse stehen in guter Ubereinstimmung mit den 
neueren theoretischen Vorstellungen. 


3.325 Oxyde mit Spinellstruktur 


Die in Abschnitt 2.43 skizzierte Theorie von VERWEY, HAAYMAN und 
ROMEIJN [124] iiber die elektrische Leitfahigkeit von Oxyden mit Spinell- 
struktur wurde von denselben Autoren in der gleichen Arbeit experimentell 
fundiert. Sie fithrten Substitutionsversuche an Fe,O, durch, indem sie Misch- 
kristalle mit MgCr,O, bzw. ZnCr,O, herstellten. Dabei wurden nicht nur die 
zweiwertigen, sondern auch die dreiwertigen Ionen ausgewechselt. 

Zur Herstellung der Proben wurden Fe,0,, MgO und Cr,0, bzw. Fe,O3, 
ZnO und Cr,O, im passenden Verhaltnis innig gemischt, gepreBt und in ge- 
eigneter Atmosphare bei 1200—1400°C gesintert. Die Kurven in Fig. 32 und 
Fig. 33 sind an diesem polykristallinen Material gemessen. ErwartungsgemaB 
wird die Leitfahigkeit mit zunehmendem Gehalt an MgCr,0, bzw. ZnCr,O, 
kleiner. Die Aktivierungsenergie steigt. Sehr bemerkenswert ist, daB sich hier- 
durch die GréBe der Leitfahigkeit und die Aktivierungsenergie in weiten Gren- 
zen verandern lassen. Diese Halbleiter sind auf kleine stéchiometrische Unge- 
nauigkeiten nicht sehr empfindlich und kénnen daher einigermaBen reproduzier- 
bar hergestellt werden. 
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3.33 Meyer-Neldelsche Regel 


Die Leitfahigkeit eines reinen Uberschu8- bzw. Mangelleiters laBt sich fiir 
hinreichend kleine Stérstellenkonzentration, d.h. solange keine Entartung ein- 
tritt, mit praktisch ausreichender Genauigkeit durch ein Gesetz von der Form 


6 Se ees (47) 


darstellen. Die schwache Temperaturabhiangigkeit der Mengenkonstanten A 
_ fallt neben der Exponentialfunktion meist nicht ins Gewicht. Nach MEYER 


Fig. 32 Fig 


Leitfahigkeit von Fe,0,-MgCr,O4-Mischkri- Leitfahigkeit von ae ZnCryO,-Mischkri- 
stallen bei verschiedenem MgCr,O,-Gehalt. stallen bei verschiedenem ZnCr,O,-Gehalt. 
(Nach Verwey,'!HAAyMAN und RomeEIjN.) (Nach VERWrEY, HAAYMAN und RomeEIjN.) 


und NELDEL [96] besteht nun fiir eine Reihe von Halbleitern, deren Leitfahig- 
keit bei Zimmertemperatur kleiner als etwa 10-? 2-1! cm~t ist, ein bemerkens- 
wert einfacher Zusammenhang zwischen A und der Aktivierungsenergie AE 
von der Form 

log A=a+BAE. (48) 


In Fig. 34 sind die Ergebnisse fiir ZnO, TiO,, Fe,O;, WO, nach MEYER und 
NELDEL, fiir SiC nach Buscu [32], und fiir BaTiO, nach BuscH und FLury [34] 
zusammengestellt.. Die MeBpunkte liegen auf Geraden, deren Lage und Neigung 
fiir jede Substanz charakteristisch ist. 


ZAMP 1/7 
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Die Mengenkonstante A ist nach (30) und (30a) proportional zur Wurzel, 
aus der Stérstellendichte np bzw. n4. Der Zusammenhang (48) sagt demnach 
aus, daB die Aktivierungsenergie fiir schlecht leitende Halbleiter mit zunehmen- 
der Stérstellendichte groBer wird. 

Fiir Halbleiter, deren Leitfahigkeit bei Zimmertemperatur gréBer als etwa 
10-2 Q-1cm-~! ist, wird eine entgegengesetzt verlaufende Abhangigkeit, d.h. 

eine Abnahme von AE mit wachsendem 
Ac A beobachtet. Die Erklarung fiir diesen 
Effekt ist offenbar in einer gegenseitigen 
Beeinflussung der Stodrstellen zu suchen, 
wie fiir den Fall des Siliziums in Ab- 
schnitt 3.324 auseinandergesetzt wurde. 
Die Meyer-Neldelsche Regel hat offen- 
sichtlich eine andere Ursache und kann 
nach Buscu [33] in folgender Weise er- 
klart werden. 

Solange eine halbleitende Verbin- 
dung, z.B. ein Oxyd, mit der umgeben- 
den O-Atmosphare thermodynamisch 
im Gleichgewicht steht, stellt sich nach 
WAGNER [127] [Gl. (42), Abschnitt 
3.322] eine temperaturabhangige Stér- 
stellenkonzentration 


= — Ef] (kT) 
Ny=C eet 


ein. Die Konstante C enthalt u.a. den 

Zusammenhang zwischen der Aktivierungs- O-Druck und ist Sheen die Exponential- 
energie AE und der Mengenkonstanten A. funktion nur schwach temperaturab- 
Meyer-Neldelsche Regel. hangig. £; ist die Fehlordnungsenergie, 

© ZnO; © TiO,; @ Fe,0;; @) UO,;@ SiC; d.h. der ndtige Energiebetrag, um im 
@ BaTio,. Gitter eine Fehlstelle zu erzeugen. Nun 

werden aber Leitfahigkeiten an Halb- 

leitern meistens bei so tiefen Temperaturen gemessen (z.B. ZnO im Gegensatz 
zu Cu,O!), daB die Stérstellenkonzentration als konstant betrachtet werden 
kann. Dies bedeutet offenbar, daB die Fehlordnung unterhalb einer fiir jeden 
Halbleiter charakteristischen Temperatur @ «einfriert». Die unterhalb @ stabile 
Storstellenkonzentration richtet sich daher nach der Einfriertemperatur 0, d.h. 


Fig. 34 


My sete. PP” Te (49) 


Fiir einen Stérhalbleiter ist die Leitfahigkeit proportional nl, d.h. es gilt, ab- 
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gesehen von schwach temperaturempfindlichen GréBen, 


es nz e SE pi 2kT) (50) 
d.h. mit (49) 
o = a! eW Etll2hO) g-AE[(2kT) (51) 


Setzt man E, + AE = U, so ist U die fiir jedes Gitter charakteristische Energie, 
um ein Atom oder Ion des ungestérten Gitters zu ionisieren, d.h. ins Leitungs- 
band zu heben. Durch Ersetzen von &; in (51) folgt: 


o = al c4E-UN28O) 2—AEN2RT) (52) 


Vergleicht man (52) mit (47), so findet man fiir die Mengenkonstante 


Lge a’ e 4E- U) (2k O) 


und durch Logarithmieren 
logA =a+fBAE 


in Ubereinstimmung mit der empirischen Meyer-Neldelschen Regel (48). Wah- 
rend « in komplizierter Weise von U, dem Gasdruck, der Beweglichkeit usw. 
abhangt, ergibt sich fiir 6 der einfache Ausdruck 


1 
b= 256 3) 
Im Diagramm AE = f(log A) (Fig. 34) verlaufen daher die Geraden um so 
steiler, je gr6Ber die Einfriertemperatur O der betreffenden Substanz ist. Fiir 
die aus den Steilheiten berechneten Einfriertemperaturen ergeben sich folgende 


Werte: 


: berechnet O geschatzt 
Halbleiter | @ ani | in OK 
LCerhes ie (340)2) 1000 (?) 
ie ee 430 400 
LON eater 2 533 600 
cc ak ee 685 700 
BaliO je. a - 710 950 
Ce ae ae 1350?) > 2000?) 


Zum Vergleich wurden in der dritten Kolonne diejenigen Temperaturen ange- 
fiihrt, bei welchen durch Erhitzen in Vakuum eine merkliche Dissoziation und 


1) Wert unsicher, da nur zwei MeBpunkte vorliegen. 
2) Korrigierter Wert. 7 
3) Nach Beobachtungen von F. Bossarp, Diplomarbeit ETH., 1917 (unver6ffentlicht). 
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damit ein Auftauen der Fehlordnung einsetzt. Diese Temperaturen sind natur- 
gemaB sehr schlecht definiert, doch ist die Korrelation mit den berechneten 
Einfriertemperaturen unverkennbar. Es ist itbrigens bemerkenswert, daB die 
Meyer-Neldelsche Regel fiir sehr verschiedenartige chemische Verbindungen 
erfiillt ist, so daB es nicht ausgeschlossen erscheint, da8 ihr allgemeine Giltig- 
keit zukommt. Nach der gegebenen Darstellung ware die Regel allerdings 
grundsatzlich auf Halbleiter mit eingefrorenen Fehlordnungen beschrankt. 


GIsoLF [59] hat fiir die Meyer-Neldelsche Regel eine véllig andere Erklarung — 


gegeben. Sie beruht jedoch auf sehr speziellen Annahmen tiber die gleichzeitige 
Existenz von Spender- und Haftstellen und einer einschrankenden Beziehung 
zwischen den Beweglichkeiten und der Stérstellenkonzentration, die jedoch 
von den bisherigen und diesem Bericht zugrunde liegenden Anschauungen er- 
heblich abweichen. Eine Entscheidung kann wohl erst nach einer wesentlichen 
Vermehrung der experimentellen Tatsachen erwartet werden. 


3.34 Zusammenhang zwischen den Dielektrizitatskonstanten und 
der Aktivierungsenergie 


Die Aktivierungsenergie eines Stérhalbleiters ist nach Morr [6] [vgl. Glei- 
chung (20), Abschnitt 2.4] von der effektiven Dielektrizitatskonstanten Rk, 
des Halbleiters abhangig, und zwar gilt im wesentlichen 


1 
73° (54) 


eff 


AE ~ 


Eine hohe Dielektrizitatskonstante, d.h. eine hohe Polarisierbarkeit der Nach- 
barschaft einer Stérstelle des Gitters hat eine kleine Aktivierungsenergie zur 
Folge. Obschon sich auf Grund dieses Zusammenhanges Aktivierungsenergien 
von richtiger GréBenordnung berechnen lassen, waren systematische Unter- 
suchungen sehr wertvoll. Solche liegen jedoch scheinbar nicht vor. Einzig 
HENNINGER [69] berichtet in einer kurzen Zusammenfassung von einer experi- 
mentell festgestellten Abhangigkeit der Aktivierungsenergie von der Stor- 
stellendichte und der Dielektrizitatskonstanten. Genauere Angaben iiber die 
untersuchten Substanzen, sowie Zahlenwerte, fehlen jedoch. 

Mit dem Ziele, fiir den Zusammenhang (54) wenigstens eine qualitative 
Bestatigung zu finden, untersuchten Buscu, FLury und MErz [35] Einkristalle 
von BaTiO. Diese Substanz ist ein UberschuBleiter und ist durch ihre beson- 
deren Eigenschaften als Ferroelektrikum bekannt. BaTiO, zeigt einen sehr 
starken Gang der statischen Dielektrizitatskonstanten mit der Temperatur. 
Insbesondere durchlauft diese in der Nahe der Curie-Temperatur T,~ 120°C 
ein sehr scharfes Maximum und erreicht dort Werte bis 10000. Zum Unte- 
schied aller bisher bekannten Ferroelektrika zeigt auch der im sichtbaren Ge- 


—s 
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__ biet gemessene Brechungsindex ein ausgesprochenes Maximum am Curie-Punkt. 


Bei Zimmertemperatur betragt = 2,40 und erreicht bei 120°C einen Wert 


_ von ca. 2,46. Auf Grund dieser Beobachtungen war zu erwarten, daB auch die 


fiir die Aktivierungsenergie maBgebende effektive Dielektrizitatskonstante Rey 
einen ahnlichen Verlauf mit der Temperatur zeigt. Nach (54) miiBte dem maxi- 


_ malen Wert von k, ein Minimalwert der Aktivierungsenergie AE, d.h. eine 


minimale Steilheit der Leitfahigkeits-Temperatur-Kurven logo = /(1/T) ent- 
sprechen. Dieses Verhalten ist experimentell bestatigt worden. Fiir hohe und 
tiefe Temperaturen ergab sich z. B. eine Aktivierungsenergie AE = 1,75 eV, die 
in der Nahe des Curie-Punktes ein Minimum von AE = 1,15 eV durchlauft. Wenn 
auch mangels weiterer Daten eine quantitative Priifung nicht méglich ist, 
scheint dadurch doch wenigstens der Versuch zu einer quantitativen Bestiti- 
gung gemacht worden zu sein. 


3.35 EinfluB eines allseitigen Druckes auf die elektrische 
Leitfahigkeit 


Die Anderung der elektrischen Leitfahigkeit unter der Wirkung eines all- 
seitigen Druckes ist namentlich von BRIDGMAN [28] fiir Metalle untersucht 
worden. Fiir Metalle wird unter Druck sowohl Zu- wie auch Abnahme der Leit- 
fahigkeit beobachtet. An Halbleitern liegen bis jetzt sehr wenige Messungen 
vor. HoLMEs und ALLEN [74] beobachteten am Selen eine gegentiber Metallen 
starke Abnahme des spezifischen Widerstandes mit steigendem Druck und 
fanden eine spezifische Widerstandsanderung 


1 AR 


‘ = —4 2 + 
aes G 3,1 - 10-4 cm2/kg 


Eine auBerordentlich starke Widerstandsanderung hat BRIDGMAN [29] am 
Tellur gefunden. Unter einem Druck von 30000 kg*/cm? steigt die Leitfahig- 
keit des Tellurs auf den 400fachen bzw. 600fachen Wert bei Atmospharen- 
druck, je nach der Orientierung der Kristalle zum elektrischen Feld. Ahnliche 
Ergebnisse hat auch CARTWRIGHT [39] erhalten. Nun ist Tellur nach Arbeiten 
von CARTWRIGHT und HABERFELD [41] sowie neueren Untersuchungen von 
SCANLON und Lark-Horovirz [111], Botrom [26] und JoHNsoN [79] ein 
Halbleiter, der schon wenig oberhalb Zimmertemperatur Eigenleitung zeigt, 
mit einer Aktivierungsenergie AE, = 0,38 eV. Bei tieferen Temperaturen wurde 
Mangelleitung beobachtet. 

BRIDGMAN vertrat die Auffassung, daB8 mit steigendem Druck der metalli- 
sche Charakter des Tellurs mehr und mehr zunimmt. Tatsachlich erleidet Tellur 
bei einem Druck von 45000 kg/cm? eine Umwandlung [30]. Fiir die Wider- 
standsanderung fiir kleinere Drucke hat BARDEEN [18] eine sehr iiberzeugende 
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Erklarung gegeben. Mit steigendem Druck vermindert sich die Gitterkonstante 
des Tellurkristalls, und es ist anzunehmen, daB sich damit der energetische 
Abstand des héchsten voll besetzten Bandes vom Leitungsband, und damit die 
Aktivierungsenergie AE, fiir die Eigenleitung ebenfalls verringert. BARDEEN 
- hat aus den Messungen von BrrpGmaN die Aktivierungsenergie AE, als Funk- 
tion des Drucks bestimmt. Die Berechnung beruht auf der Annahme, daB die 


S 


Aktivierungsenergie in eV 


0 6000 16,000 24,000 32,000 
Druck in kg Yom? 
Fig. 35 
Aktivierungsenergie AE y des Tellurs, berechnet aus der Temperaturabhangigkeit des Widerstandes 
bei verschiedenen Drucken. Ausgezogene Kurve: nach Messungen von BRIDGMAN; gestrichelte 
Kurve: nach ZH; = 0,38 eV fiir p = 0 extrapoliert. 
(Nach BARDEEN.) 


Leitfahigkeit mit der Temperatur wie o= A e~ 41/@*7) ansteigt. Zur Bestim- 
mung von AF, geniigen daher die Leitfahigkeiten fiir zwei verschiedene Tem- 
peraturen. Das Resultat ist in Fig. 35 dargestellt. Fiir einen Druck von ca. 
30000 kg/cm? wird die Aktivierungsenergie tatsachlich sehr klein, und bei 
wenig héherem Druck vollzieht sich wahrscheinlich die Umwandlung in eine 
wahre metallische Phase durch Uberlappung der Energiebander. DaB fiir den 
Druck f = 0 fiir AE, ein kleinerer Wert als 0,38 eV erhalten wird, kann leicht 
damit erklart werden, daB bei dem von BRIDGMAN untersuchten Tellur noch 
eine Stérleitung tiberlagert ist. 


4. Thermospannung Metall-Halbleiter 


4.1 Formel fiir die differentiale Thermospannung 


Zwischen der tntegralen Thermospannung Vy, eines Elementes Metall- 
Halbleiter-Metall und dem Thomson-Koeffizienten jy bzw. wy des Metalls 
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bzw. des Halbleiters gilt die thermodynamische Beziehung 
av, 
= ME te Mu — Fa aT. (55) 


Fur den Thomson-Koeffizienten liefert die Elektronentheorie?) 


(56) 


alc a or [az a 


- Dabei bedeutet ¢ die eas der Fermi-Diracschen Verteilungsfunktion, 
und K, bzw. K, stehen fiir die Integrale 


jee Phe (ee i E" = dE. (57) 


E = Gesamtenergie des Elektrons, 
m* = effektive Elektronenmasse, 
1 = freie Weglange, 
Wy = ungestérte Fermi-Diracsche Verteilungsfunktion. 


Unter der Annahme einer energieunabhangigen freien Weglainge findet man 
leicht 


Ky 
k = Boltzmannsche Konstante, 
d.h. 
fe (0) a = 
toe ae yg [2% — =]. (59) 


Infolge der sehr schwachen Temperaturabhangigkeit der Grenzenergie der 
Metalle ist der Thomson-Koeffizient ;,; des Halbleiters stets gréBenordnungs- 
maBig gréBer als ~,,. Unter dieser Voraussetzung folgt aus (55) und (59) fiir die 
differentiale Thermospannung: 

AV _ lig Wh & 3 

eae See (2 = eae (60) 
Durch Einsetzen des expliziten Ausdrucks fiir ¢ findet man sofort die differen- 
tiale Thermospannung als Funktion der Temperatur. Fiir einen reinen Uber- 
schuBleiter folgt z.B. unter Verwendung von (13), Abschnitt 2.2, und Beriick- 
sichtigung der negativen Ladung des Elektrons: 


aVyy ... & v2, 4Ep\ 
ape =~ 2 eens + Far] ey 


1) Vgl. etwa F. SE1tTz [8]. 
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os 2h? \3/4 
se mekT} ’ 


Dip = Donatorenkonzentration, 
AEp = Aktivierungsenergie. 


Der absolute Betrag der Thermospannung steigt bei konstanter Temperatur 
mit wachsender Aktivierungsenergie und sinkender Stérstellenkonzentration. 
Fir UberschuBleiter ergibt sich negatives, fiir Mangelleiter positives Vorzei- 
chen. In gemischten Leitern kann die Thermospannung verschwinden. Die 
Temperaturabhangigkeit der Thermospannung hat im wesentlichen die Form 


AV _ _ AEp 
< ME = F(T) : (62) 


Der erste Term F(T) ist gegeniiber dem zweiten nur schwach temperatur- 
abhangig, so da8 auf Grund dieser Theorie die Thermospannung mit sinkender 
Temperatur ansteigen sollte. 

Dieses Resultat steht nun offensichtlich in Widerspruch mit dem Nernst- 
schen Hauptsatz der Thermodynamik, wonach die Thermospannungen am ab- 
soluten Nullpunkt verschwinden miissen. Die Gleichung (62) kann daher héch- 
stens fiir hohe Temperaturen richtig sein; fiir tiefe gilt sie dagegen sicher nicht. 
Der Grund fiir das Versagen liegt einerseits darin, daB die Naherungen, die zu 
(56) fiihren, bei tiefen Temperaturen wahrscheinlich unzuverlassig sind [2]. 
Andererseits wurde bei der Ableitung von (56) angenommen, daB der Warme- 
transport, ahnlich wie bei Metallen, in ttberwiegendem MaBe durch die Elek- 
tronen besorgt wird. Dies gilt fiir (nichtentartete) Halbleiter bei tiefen Tem- 
peraturen bestimmt nicht. Mit abnehmender Elektronenkonzentration wird 
voraussichtlich ein Zustand erreicht, in dem die Warmeleitfahigkeit des Gitters 
iiberwiegt. An diesen Tatsachen vermégen auch die Uberlegungen von HENISCH 
[67] nichts zu andern, der in an sich korrekter Weise die Thermospannung als 
Kontaktphanomen auffaBt. Eine Ubereinstimmung zwischen Theorie und Ex- 
periment ist somit nur in besonders giinstigen Fallen zu erwarten. 

Fiir entartete Halbleiter ergeben sich dagegen Verhaltnisse, die dem me- 
tallischen Zustand ahnlich sind. JoHNson und Lark-HorovirTz [80] geben eine 
entsprechende Formel an, welche die Beobachtungen am Germanium [87] gut 
wiedergeben soll. 


4.2 Experimentelle Ergebnisse 


Messungen der Thermospannung gegen Metalle liegen vor 


an den Uberschufleitern TiO, [67]; V,0,° [54,712 CnOus4 | ZnO [225 5or. 
CdO: (15, 22554; 72, 73); WO, [71]; 
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an den Mangelleitern Cr,O [54]; CoO [71]; Co,O, [54]; NiO [22, 54, 130]; 
CuJ [103]; Cu,O [47, 98, 110, 116, 126]; MoS, [71]; SnS [12, 13]; Bi,S, [71]; 

sowie an den amphoteren Leitern Si [53]; SiC ES 75e715:Ge [87s Sei24; 71); 
T1,S [71]; PbS [46, 50, 91, 101]; PbSe [21]. 

In der tiberwiegenden Zahl der Falle ist die integrale Thermospannung fiir 
eine einzige Temperatur gemessen worden, wodurch immerhin die GréBenord- 
nung und das Vorzeichen der Thermospannungen festgelegt worden sind. So- 
weit als gleichzeitige Messungen des Hall-Effektes vorliegen, besteht Uberein- 
stimmung beziiglich des Vorzeichens der Ladungstrager. 

Vom experimentellen wie auch vom theoretischen Standpunkt aus besitzen 
Messungen der differentialen Thermospannung in einem ausgedehnten Tem- 
peraturbereich bedeutend gréBeres Interesse. Leider ist die Zahl derartiger 
Untersuchungen tiberraschend klein. SCHWEICKERT [116] und RoupDE [110] 
untersuchten das Element Cu—Cu,O-Cu zwischen — 80 und + 70°C. In diesem 
Temperaturgebiet ergibt sich eine Abnahme der differentialen Thermospan- 
nung mit steigender Temperatur und eine Zunahme mit wachsender Aktivie- 
rungsenergie. Dieses Verhalten stimmt somit qualitativ mit den theoretischen 
Aussagen tiberein. Die Proportionalitat zur reziproken Temperatur scheint 
jedoch nicht zu bestehen. Uberdies zeigt sich eine auffallende Abhangigkeit der 
differentialen Thermospannung von der Temperaturdi/ferenz, die bis jetzt noch 
keine Erklarung gefunden hat [100]. 

Eine sehr gute Bestatigung des 1/7-Gesetzes liefern dagegen die Messungen 
von WRIGHT und ANDREWS [130] am NiO. Nickeloxyd ist trotz unvollstandig 
gefiilltem 3 d-Band kein Metall, sondern ein Mangelleiter. WriGHT und AN- 
DREWS stellten gut zusammenhangende NiO-Schichten durch Oxydation eines 
Nickelstreifens dar und untersuchten neben Leitfahigkeit und Hall-Effekt die 
differentiale Thermospannung bis ca. 700°C. Die Temperaturdifferenz AT zwi- 
schen warmem und kaltem Ende betrug 40—50°, und es soll sich keine Abhan- 
gigkeit der Thermospannung von AT ergeben haben. Die Frage, ob dies auch 
fiir bedeutend kleinere Temperaturdifferenzen richtig ist, bleibt offen. Das 
Resultat der Messungen ist in Fig. 36 wiedergegeben. Zwischen 370 und 640°C 
ist das 1/T-Gesetz tatsachlich sehr gut erfiillt, und es ergeben sich Werte fiir 
die Aktivierungsenergie AE, von 1,67—1,94 eV, die mit den aus Leitfahigkeits- 
messungen bestimmten Werten befriedigend iibereinstimmen. 

Die auf Grund der Theorie zu erwartende Abhangigkeit der Thermospan- 
nung von der Stérstellendichte ~4 wurde nicht beobachtet. Offenbar liegt der 
Grund darin, daB alle untersuchten NiO-Proben sehr gleichmafig durchoxy- 
diert wurden. Die Donatorendichte schwankt wenig um einen Mittelwert von 
Magi 5,37 > 107 cm-*. 

Die Untersuchungen von Hocartu [72, 73] am CdO liefern zwischen 240 
und 570°C sehr ahnliche Ergebnisse. Insbesondere wird die theoretisch gefor- 
derte Temperaturabhangigkeit bestatigt. Ferner liefern diese Messungen wert- 
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volle Aussagen iiber den EinfluB der Stérstellendichte auf die differentiale 
Thermospannung. Nach (42), Abschnitt 3.322, ist die Stérstellenkonzentration 
in einem Oxyd eine Funktion des Sauerstoffdruckes wie 


= 1/n 
Ny = const p. 
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Fig. 36 
Differentiale Thermospannung des Elementes Pt-NiO—Pt als Funktion der reziproken Temperatur. 
(Nach Wricut und ANDREWS.) 


Durch Einsetzen in (62), Abschnitt 4.1, findet man fiir konstante Temperatur 
sofort den Zusammenhang 


ARE ~ log p. (64) 


Dieser wird nach HoGArtH durch Messungen an CdO, Cu,O, NiO und ZnO 
bestatigt. Fiir die Exponenten  ergeben sich Werte, die gut mit denen iiberein- 
stimmen, die auf Grund thermodynamischer Uberlegungen von v. BAUMBACH 
und WAGNER [22] und DUNWALD und WaGNER [47] angegeben wurden. 

Einen von der bisher existierenden Theorie vollig abweichenden Tempera- 
turverlauf der differentialen Thermospannung finden Buscu, ScHmrp und 
SPONDLIN [37] an SiC. Fig. 37 stellt die Resultate fiir Temperaturen zwischen 
80 und 300° K dar. Das Vorzeichen der Thermospannung stimmt mit den Beob- 
achtungen von HOCHBERG und SomINsKI [71] und den Messungen des Hall- 
Effektes von BuscH und LABHaRt iiberein. 


: 
ie 


Vol. I, 1950. Elektronenleitung in Nichtmetallen 107 


Die Thermospannungen wurden an einkristallinen SiC-Stabchen gegen 
Kupfer gemessen. Eine Abhangigkeit der Thermospannung von der Tempera- 
_ turdifferenz wurde nicht gefunden.. Auffallend ist dagegen die eindeutige Ab- 
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Fig. 37 
Differentiale Thermospannung des Elementes Cu-SiC—Cu als Funktion der Temperatur. 
(Nach Buscu, Scumip und SPONDLIN.) 


nahme der differentialen Thermospannung mit sinkender Temperatur, die fiir 
(schwarzes) p-SiC besonders stark ausgepragt ist. Bei 100° K verschwindet die 
Thermospannung vo6llig und bleibt auch bei tieferen Temperaturen Null. Ein 
Vorzeichenwechsel scheint damit ausgeschlossen. Eine elektronentheoretische 
Erklarung dieses Verhaltens steht noch aus. 


5. SchluBwort 


Seit mehr als 40 Jahren haben sich Physiker und Physiko-Chemiker mehr 
oder weniger intensiv mit dem Problem der nichtmetallischen Elektronenlei- 
tung beschaftigt. Eine Fiille experimenteller Tatsachen ist gesammelt worden 
und hat zum mindesten in den wesentlichen Ziigen eine Erklarung im Rahmen 
der theoretischen Vorstellungen iiber den Zustand des festen Kérpers gefunden. 
DaB bis jetzt nur in wenigen Fallen ein in Einzelheiten gehendes Verstandnis 
und eine quantitative Ubereinstimmung zwischen Experiment und Theorie er- 
reicht wurde, ist nicht erstaunlich. Einerseits sind unsere Kenntnisse iiber die 
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Realstruktur der festen K6rper noch recht liickenhaft, andererseits reichen 
unsere praparativen Methoden nicht aus, um feste Korper zu realisieren, die 
unseren einfachen Modellen entsprechen. Welchen Schwierigkeiten man in die- 
ser Hinsicht begegnet, zeigt vielleicht am eindriicklichsten das Selen. Trotzdem 
dieses Element Gegenstand einer groBen Zahl experimenteller Arbeiten ist, — 
kann heute noch in keiner Weise von einer Abklarung der wirklichen Verhalt- 
nisse gesprochen werden. Auf eine Besprechung dieses Halbleiters wurde daher, 
trotz seiner technischen Bedeutung, im vorliegenden Bericht bewuBt verzichtet. 
Trotz der vielen wertvollen Erkenntnisse, die bis heute tiber Halbleiter ge- 
wonnen worden sind, besteht kein Zweifel, daB nur 4uBerst sorgfaltige experi- 
mentelle Arbeiten weiterhelfen kénnen. Dem Forscher, der sich fiir dieses sehr 
reizvolle Gebiet interessiert, mangelt es jedenfalls nicht an Problemen. 
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Natiirliche Eigenwertprobleme 


7. Mitteilung 


Von EpuarD STIEFEL und Hans ZIEGLER, ETH., Ziirich 


1. Problemstellung 


Es gibt bekanntlich drei Zugange zur Theorie der Eigenwertprobleme und 
ihrer genaherten Lésung, namlich diejenigen der Differentialgleichung, der 
Integral- bzw. Integrodifferentialgleichung und der Variationsrechnung. 
L. CoLLatz wahlt in seinem ausgezeichneten Buch!) — mit der Begriindung, daB 
er weiter fiihre als die beiden anderen — den ersten Weg und stiitzt sich dabei 
weitgehend auf die Arbeiten von E. KAMKE?). Das Verfahren der Differential- 
gleichung hat aber den Nachteil, den physikalischen, insbesondere mechani- 
schen Eigenwertaufgaben, die sich bekanntlich ausnahmslos aus einem Varia- 
tionsprinzip herleiten lassen, weniger gut angepaBt zu sein als die Methode der 
Variationsrechnung, der sich — freilich nicht in dieser Allgemeinheit, sondern 
an Hand spezieller Probleme — unter anderen R. GRAMMEL®) bedient. Vor allem 
laBt sich kaum vermeiden — und dieser Gefahr sind weder E.KAMKE noch 
L.CoLLAtTz ganz aus dem Wege gegangen —, da8 Voraussetzungen eingefiihrt 
werden, die dem physikalischen Problem nicht adaquat und daher im Einzel- 
fall nicht leicht zu iiberpriifen sind. 

So stellt sich z. B schon bei der Formulierung der Differentialgleichung’4), 
die ja spezieller Natur ist und insbesondere nur selbstadjungierte Differential- 
ausdriicke enthalt, die Frage, ob sie die beispielsweise in der Mechanik vor- 
kommenden Faille richtig wiedergebe, und ahnlich steht es mit den Randbe- 
dingungen. Eine weitere Schwierigkeit tritt mit der Beschrankung auf soge- 
nannte definite und selbstadjungierte Eigenwertaufgaben auf, die fiir zahl- 
reiche Zwecke und insbesondere fiir die Begritndung der meisten Naherungs- 
verfahren vorgenommen wird. Abgesehen davon, da die Begriffe der Definit- 
heit und der Selbstadjungiertheit in der Kamkeschen Definition®) ohne einfache 
physikalische Bedeutung sind, werden sie, da sie die Existenz von sogenannten 
Vergleichsfunktionen voraussetzen, unbrauchbar, sobald keinesolchen angegeben 
werden kénnen. Dies trifft aber bei allen Problemen zu, bei denen der Eigen- 


1) L.Coiiarz, Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlung (Leipzig 1945). 

2) E. Kame, Uber die definiten selbstadjungierten Eigenwertaufgaben bet gewohnlichen linearen 
Differentialgleichungen, Math. Z. 45, 759 (1939); 46, 231 und 251 (1940); 48, 67 (1942). 

3) C.B.Brezeno und R.GRAMMEL, Technische Dynamtk (Berlin 1939). 

4) Le CoLvarz, a.a.O., S.57- 

5) L.Corratz, a.a.O., S. 59 und 69. 
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wert in den Randbedingungen vorkommt, und dazu geh6ren zahlreiche einfache 
mechanische Aufgaben, von denen nur die Langsschwingung des einseitig ein- 
gespannten, am anderen Ende eine freie Masse tragenden Stabes genannt set. 


Man lat sich in der angewandten Mathematik bestimmt nicht von einem 


schlechten Prinzip leiten, wenn man nur Voraussetzungen anerkennt, die sich ~ 


vom Gesichtspunkt der Anwendungen her, im vorliegenden Falle also physi- 
kalisch iibersehen und vertreten lassen. In diesem Sinne stellt aber die Methode 
der Variationsrechnung den natiirlichen Zugang zu den Eigenwertaufgaben dar, 
weil sich die fiir das mathematische Problem charakteristischen Merkmale in 
einfachster Weise aus den Bindungen des betrachteten Systems und seinen 
Energien herleiten lassen. Die Verfasser dieser Arbeit haben sich deshalb die 
Aufgabe gestellt, die Eigenwerttheorie zwar unter Beschrankung auf je eine 
unabhangige und abhangige Veranderliche, im tbrigen aber méglichst allge- 
mein aus dem Variationsprinzip zu entwickeln, wobei als Grundlage Schwin- 
gungs- und Stabilitatsprobleme gewahlt und nur physikalisch einleuchtende 
Annahmen zugelassen werden. 


Urspriinglich bestand nur die Absicht, die von L. COLLATZ verwendeten An- 
nahmen durch Herstellung des Zusammenhangs zwischen der Variationsauf- 
gabe einerseits und der Differentialgleichung sowie den dynamischen Randbe- 
dingungen andererseits zu begriinden. Dabei erwies es sich als zweckmAaBig, den 
Begriff des nattirlichen Eigenwertproblems einzufiihren, denjenigen der Definit- 
heit neu zu fassen und auf den Begriff der Selbstadjungiertheit im Sinne von 
L.COLLATz zu verzichten. Damit ergab sich aber die Notwendigkeit, die be- 
kannten Satze der Eigenwerttheorie auf einem neuen Wege zu bestatigen und 
fiir gewisse Falle zu verallgemeinern, bei denen der Eigenwert in den Randbe- 
dingungen auftritt. Gleichzeitig bot sich aber auch die Méglichkeit, das Pro- 
blem durch eine Integrodifferentialgleichung darzustellen und damit auch den 
dritten Zugang zur Lésung vom Variationsprinzip aus zu eréffnen. 


Den Inhalt dieser ersten Mitteilung bildet die Abgrenzung des Problem- 
kreises durch Zusammenstellung der Voraussetzungen sowie die Herleitung 
der Differentialgleichung und der dynamischen Randbedingungen aus dem 
Variationsprinzip. Die Uberlegungen, zu denen in Ziffer 2 einige Beispiele An- 
la8 geben, und die bei Schwingungs- und Stabilitatsaufgaben (Probleme mit 
kritischen Drehzahlen inbegriffen) weitgehend parallel verlaufen, werden in 
den Ziffern 3 und 4 verallgemeinert und fiihren zur Definition der natiirlichen 
bzw. definiten Probleme. Da in zahlreichen neueren Arbeiten — darunter den- 
jenigen von K.FEDERHOFER!) — Differentialgleichungen sechster, achter und 
hoherer Ordnung vorkommen, wird dabei die Ordnung des Problems, die in 


1) K. FEDERHOFER, Biegungsschwingungen eines Kreisrings bei konstantem AuBen- und Innen- 
drucke, Ing. Arch. 4, 110 (1933); Berechnung der niedrigsten Eigenschwingzahl des radial belasteten 
Kreisbogens, Ing. Arch. 4, 376 (1933) ; Der senkrecht zu seiner Ebene schwingende Kreisbogentrager mit 
I-Querschnitt, Z. angew. Math. Mech. 20, 13 (1940). 
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Ziffer 5 diskutiert wird, nicht beschrankt. In Ziffer 6 wird das natiirliche Eigen- 
wertproblem als Variationsaufgabe formuliert und in Ziffer 7 durch Ubergang 
auf die sogenannten Normalformen formal vereinfacht. Die Differentialglei- 
chung, die in Ziffer 8 gewonnen wird, besitzt bis auf untergeordnete Eigen- 
schaften die von L.COLLATZz postulierte Gestalt, ebenso die Randbedingungen, 
die aber in Ziffer 9 wesentlich praziser formuliert werden kénnen. 


2. Ein Beispiel 


- Als Beispiel, das zwar etwas konstruiert wirkt, aber durch Spezialisierung 
in der einen oder anderen Richtung in verschiedene praktisch vorkommende 
Falle tibergefiihrt werden kann, sei die fliegende Welle (Fig. 1) angefiihrt, 


4 


ag? of 
O(w*z,+z;) 


M(w*z,-Z,) 


Fig. 1. Rotierende fliegende Welle unter Axialdruck. 


welche die Lange /, die Dichte o(x), den Elastizitatsmodul E(x), den Querschnitt 
F(x) mit dem axialen Tragheitsmoment J(x) und dem polaren 2 /(«) besitzt und 
am freien Ende eine diinne Kreisscheibe mit der Masse M, dem aquatorialen 
Tragheitsmoment O und dem axialen 2 @ sowie eine axiale Last P tragt. 

Diese Welle, die sich zunachst mit der gegebenen Winkelgeschwindigkeit 
um ihre Achse drehen mége, kann unter der einschrankenden Annahme, daf 
sie an die (x, z)-Ebene eines mitrotierenden Koordinatensystems gebunden sei, 
Schwingungen 

2(x, t) = y(x) sinot 


ausfiihren, deren Amplitudenfunktionen der Differentialgleichung 
(iy) iP = ote!) vy) — oo Fy—o*[—(oly')’+ eFy] (2.1) 
und den Randbedingungen 


/ 


i 


i=) 


ee ea...) 


(EL y")’ + [P— (@? — 0) gl] y' + (2 +0)My=0 | 


ZAMP 1/8 
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geniigen. Es liegt also ein Eigenwertproblem vierter Ordnung mit dem Eigen- 
wert A = o? vor, der auch in den dynamischen!) Randbedingungen (2. 3) auftritt. 

Die Differentialgleichung (2. 1) sowie die dynamischen Randbedingungen 
(2. 3) lassen sich auch aus einem Variationsprinzip herleiten. Die spezifische 
—d.h. auf die Langeneinheit bezogene — potentielle Energie der Welle ist 
namlich 


V5 [E lz" + (o29] — P) 2? — wo F 24, C4 


wobei das erste Glied die Formanderungsenergie, die mit w* behafteten Terme 
das Potential der Zentrifugalkraft (einschlieBlich des Kreiselmomentes) und 
das Glied mit P dasjenige der axialen Belastung darstellt. Die spezifische Be- 
wegungsenergie der Welle ist durch 


T == 9(I#24F29) (2. 5) 
gegeben, die beiden Energien der Scheibe durch 
o(O2—-M#i), T,=>(04+M4), (2. 6) 


und das Hamiltonsche Prinzip, fiir das ganze, aus Welle und Scheibe bestehende 
System formuliert, fiihrt auf die Forderung 


1 


/ [ey Py (oO — 8} (oly) + (0 + 6") OF V] OV daa 


0 
Sey oo) Oy ayer (2. 7) 
UE Ty") + Py’ = (o*— a?) oly + (w+ a?) M yh, dy, = 0 


fiir die Eigenfunktionen y, die nur dann fiir beliebige, den kinematischen Rand- 
bedingungen (2. 2) geniigende Variationen dy erfiillt ist, wenn die drei eckigen 
Klammern einzeln verschwinden, die Funktionen y also der Differentialglei- 
chung (2. 1) und den dynamischen Randbedingungen (2. 3) geniigen. 

Die Auflésung des Eigenwertproblems (2. 1) bis (2. 3), d. h. die Bestimmung 
der Eigenwerte o®, ist praktisch nur dann interessant, wenn die gesamte po- 
tentielle Energie 


I 1 
: os : aes 
V = [Vax - Y= a / [EI y"* + (@? ol — P) y?—- wo? oF y?| ax+| 
0) 0 


‘ : (2. 8) 
Heed UO) sy Steed) | 


1) Vgl. die Definition der dynamischen Randbedingungen in Ziffer 5, S. 125. 
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des Systems positiv definit, d. h. fiir keine Funktion y, die den kinematischen 
Randbedingungen (2.2) gentigt, negativ ist. Trifft namlich diese Voraus- 
setzung nicht zu — und dies kann leicht dadurch erreicht werden, daB man P 
_ geniigend groB wahlt —, so ist die Gleichgewichtslage y= 0 labil, und von 
einem Schwinger kann nicht mehr gesprochen werden. 

_ Setzt man o?= 0, so wird aus dem Schwingungs- ein Stabilitatsproblem. 
Dieses beantwortet die Frage nach denjenigen Wertepaaren P, w?, fiir die 
neben y=0 weitere relative Gleichgewichtslagen existieren, und fiihrt, je 
nachdem man w? oder P als konstant betrachtet, auf die Bestimmung der kri- 
tischen Lasten oder der kritischen Winkelgeschwindigkeiten des Gleichlaufs?). 
Man kann aber auch das Verhialtnis P/w? konstant halten, also von einer durch 
Pes we gegebenen Grundbelastung ausgehen, 


PAP, ‘sowie O° =o, (2. 9) 


setzen und nach denjenigen Werten von A fragen, unter denen eine von y= 0 
verschiedene Gleichgewichtslage existiert. Die Differentialgleichung lautet dann 


(EI y")" =A[—Pyy" + w5 (01 y’)’ + a oF 9] (2. 10) 


und liefert, durch die kinematischen Randbedingungen (2.2) sowie die dy- 
namischen 
Ely"+iam@y'=0 | 
(1) (2-10) 
(Ely) +4(Py—o2 oly’ +lot®My=o | 


erganzt, wieder ein Eigenwertproblem vierter Ordnung, wobei der neue Eigen- 
wert A auch in den dynamischen Randbedingungen (2. 11) auftritt. 

Auch die Stabilitatsaufgabe laBt sich — bis auf die kinematischen Rand- 
bedingungen (2.2) — aus einem Variationsprinzip herleiten. Das d’Alem- 
bertsche Prinzip, vom Standpunkt des mitrotierenden Beobachters formuliert, 
verlangt namlich, daB die gesamte potentielle Energie in jeder Gleichgewichts- 
lage stationar sei, und fiihrt damit auf die Forderung 

i 

[UELy")" +4 Poy" — dof (QL y')' — Ao} oF y] dy dx + 


6 
+ [El y" +Aw? Oy’), dy, — . (2. 12) 
—[(EIy")'+AP,y' —Awpoely' + Awe M y), dy, = 9, 


aus der durch Nullsetzen der eckigen Klammern wieder die Differentialglei- 
chung (2. 10) und die dynamischen Randbedingungen (2. 11) erhalten werden. 


1) Vgl. C.B. Brezeno und R. GRAMMEL, a.a.O., S. 784. 
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Auch die Liésung des Eigenwertproblems (2. 10), (2. 2), (2. 11) ist praktisch 
nur bedingt von Interesse, ndmlich nur dann, wenn die potentielle Energie der 
Grundbelastung, die mit 

au 
W. == | terol —P) y@> ot ery + — of Oye ye ee 
o= Zz | [woe — Py) y?— wjoF y*] dx +, a (Oy Yj . 
) 


der Formanderungsenergie 


1 
U= 5 | Ely"*dx (2. 14) 
: , 


gegentibergestellt werden kann, nicht positiv definit ist. Ware namlich, wie 
dies etwa fiir groBe Werte von J und @ oder fiir Py) < 0, d. h. bei starker Kreisel- — 
wirkung oder unter kraftigem axialem Zug zutreffen kann1), W, positiv definit, 
so ware dies auch die gesamte potentielle Energie V = U + A W, fiir jedes nicht 
negative A, und die Gleichgewichtslage y = 0 ware stets stabil. In vielen ein- 
facheren Fallen, z. B. beim gewdhnlichen Knickproblem, bei dem man mit 
Ws = 0 


1 on 
Wy=— 7 Po | y2ax (2. 15) 


erhalt, oder beim Problem der kritischen Drehzahlen ohne Axialdruck und 
Kreiselwirkung, wo aus Py = 0, J = 0 und 0 = 0 


I 
ne 2 : 9 2 
Wy = — 5 08 ( [oF y2dx + My?) (2. 16) 
é 
folgt, ist indessen Wy nicht nur nicht positiv definit, sondern sogar negativ 
definit, und damit die Eigenwertaufgabe sinnvoll. 


3. Die Schwingungsaufgabe 


LaBt sich — wie dies z. B. bei ebenen Querschwingungen von Saiten, bei 
Langs-, Dreh- und ebenen Querschwingungen von Staben, bei rotationssym- 
metrischen Dreh- und Dehnungsschwingungen rotationssymmetrischer Schei- 
ben der Fall ist — die Bewegung eines schwingungsfahigen Kontinuums durch 
eine. Gleichung der Form 

2 = 2(%, t), (a SON Sy 


1) Vel. C.B. Brezeno und R.GRAMMEL, a.a.O., S. 798 und 821. 
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beschreiben, so kann man von einem eindimensionalen Schwinger sprechen. 
Die Lage eines solchen 1aBt sich durch eine einzige Funktion 2(x) einer einzigen 
Veranderlichen, die Gleichgewichtslage durch z=0 beschreiben; Voraus- 
setzung (3. 1) schlie8t demnach die meisten Membran-, Scheiben-, Platten und 
Schalenschwingungen, aber auch die nicht ebenen Querschwingungen von 
Saiten und Staben aus. 
Die beiden Rander a, b des Schwingers kénnen frei oder in ihrer Bewegung 
_behindert sein. Im allgemeinsten Falle bestehen Bindungen in Gestalt eines 
auBeren Systems mit endlichem Freiheitsgrad, dessen Lage von z,, 2, und den 
drtlichen Ableitungen dieser GréBen bis zu einer bestimmten Ordnung 7, d. h. 
von 


peta Sine Clie Oe an a A (3. 2) 


abhangt. Dieses System, das als Tvdger des Kontinuums bezeichnet werden 
soll, besteht im Beispiel von Ziffer 2 aus dem Einspannkorper und der Scheibe 
und ist hier insofern spezieller Natur, als zwischen den beiden keine Koppelung 
besteht. 

Die am Schwinger angreifenden Krafte lassen sich in der tiblichen Weise in 
die inneren Krafte, die Lasten und die Lagerkrafte unterteilen. Zur ersten 
Gruppe gehGren in Ziffer 2 die Spannungen im Inneren der Welle, zur zweiten 
die Axiallast, die lings der Welle wirkenden Zentrifugalkrafte samt den zuge- 
hérigen Kreiselmomenten; zur dritten sind die Einspannreaktionen und die 
von der Scheibe an der Welle ausgeiibten Krafte zu rechnen. 

Die beiden ersten Gruppen mégen konservativ und ihre Potentiale so 
- normiert sein, daB sie in der Gleichgewichtslage z= 0 verschwinden. Damit 
scheiden alle Probleme mit innerer und ein Teil derjenigen mit 4uBerer Damp- 
fung — z. B. Querschwingungen von nicht vollkommen elastischen oder durch 
Luftwiderstand gedampften Saiten — aus. Ferner sollen sich die spezifischen 
—d.h. auf die x-Einheit bezogenen — Potentiale U und W der inneren Krafte 
bzw. Lasten mit 


U.+ W=V(x,2,2',..., 2) (oS) 


zum spezifischen Potential des Kontinuums zusammenfassen lassen. Diese An- 
nahme eliminiert die nur scheinbar eindimensionalen Aufgaben, wie z. B. die 
Biegeschwingung des Stabes unter Beriicksichtigung der Querkraft?), bei der 
durch z und seine Grtlichen Ableitungen allein die Schiebung an der Stelle x 
und mit ihr die von der Querkraft herriihrende Formanderungsenergie nicht 
eindeutig bestimmt ist. 


1) S. TIMOSHENKO, Vibration Problems in Engineering (New York 1928), S. 228. 
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Von der spezifischen Deformationsenergie darf angenommen werden, daB 
sie positiv definit sei, und zwar so, daB 


US 0 (3. 4) 
ist, solange von denjenigen unter den GréBen z, z’,..., 2”), von denen U wirk- 
lich abhangt, nicht alle verschwinden. 

LaBt sich 7 nach Potenzen von z, z’, ..., 2) entwickeln, wobei die Koeffi- 


zienten im allgemeinen Funktionen von x sind, so tritt mit Riicksicht auf die 
Normierung das von z und seinen 6rtlichen Ableitungen unabhangige Glied 
nicht auf. Aber auch die linearen Terme verschwinden, da fiir z = 0 jedes Ele- 
ment im Gleichgewicht ist. Man kann daher, falls mindestens ein Glied zweiten 
Grades von Null verschieden ist, V naherungsweise als quadratische Form 


Vial = - Sy c;,(x) 2 eh, (Cre =e) AD 


PR=0 


der 2 und die gesamte potentielle Energie des Schwingers mit 


6 


Vole) = [Vv [2] dx (II) 


anschreiben, und zwar muB V — da sonst m kleiner angesetzt werden kénnte — 
von den partiellen Ableitungen von z nach x mindestens die m-te enthalten. 
Die c,, sind dabei reelle Funktionen von x, von denen angenommen werden soll, 
daB sie im Grundintervall a... 6 mindestens so oft stetig differenzierbar seien, 
da sich die partiellen Integrationen in Ziffer 7 und 8 ohne Schwierigkeiten 
ausfithren lassen. GemaB (2. 4) ist V in Ziffer 2 tatsachlich von der Form (1), 
wobei freilich nur rein quadratische Terme auftreten und ihre Koeffizienten 
unter Umstanden Spriinge aufweisen kénnen. Im allgemeinen!) ist auch mit 
dem Auftreten von Doppelprodukten zu rechnen; andererseits kann durch 
praktisch geringfiigige Anderungen erreicht werden, da8 die Beiwerte die nétigen 
Differenzierbarkeitseigenschaften haben. 

Von der Bewegungsenergie des Schwingers sei angenommen, daB sie sich je 
x-Einheit mit 


Lise T (edie, teams Sega) a0) 


darstellen lasse, wobei die Punkte Samus nach ¢ kennzeichnen. Ferner 
soll sich T nach Potenzen von £, 2’, ..., 4” entwickeln lassen, wobei die Koeffi- 
zienten von %, z, 2’,...,2 abhangen ae aus physikalischen Griinden das von 
2 gune seinen brtliches iicriie. unabhangige Glied sowie die linearen Terme 


1) Zum esiariel bei den von K.FEpERHoreR behandelten, a.a.O. erwahnten Problemen. 
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verschwinden. Man kann dann 7 unter der Annahme, daB mindestens ein 
_ Glied zweiten Grades von Null verschieden sei, wie schon in (2.5) als qua- 
dratische Form 


n 


an 1 5 
T(z] = 2 aye m;,(x) 20) 2, (My, ¢ = Mx) (ITT) 


i,k=0 


_ der 2” und die gesamte Bewegungsenergie des Schwingers mit 
2 
T,(4] = | Tia ax (IV) 


darstellen, wobei mit dem gleichen Recht wie die Terme héheren Grades die 
Abhangigkeit der m,, von z, 2’, ..., 2” vernachlassigt wird und von allen par- 
tiellen Ableitungen von % nach x mindestens die 7-te vorkommen muB. Die 
m,;, sind dabei reelle Funktionen von x, die im Grundintervall wieder geniigend 
oft stetig differenzierbar sein mégen. 

Der Trager kann — von seiner Verbindung mit dem Schwinger abgesehen — 
frei oder gebunden sein bzw. — wie im Fall von Ziffer 2 — aus zwei getrennten 
Teilen bestehen, von denen noch jeder frei oder gebunden sein kann. Dement- 
sprechend lassen sich die an ihm angreifenden Krafte in vier Gruppen unter- 
teilen, nadmlich in die vom Schwinger herriihrenden, an den Randern a, 5 aus- 
getibten, und die tibrigen Lagerkrafte, die inneren Krafte-und die Lasten. Zur 
ersten Gruppe gehoren in Ziffer 2 die von der Welle herriithrenden Reaktionen, 
zur zweiten die Lagerkrafte des Einspannkorpers, zur dritten die Bedingungs- 
krafte der Starrheit im Inneren der Scheibe und des Einspannkorpers und zur 
vierten die Zentrifugalkraft sowie das Kreiselmoment der Scheibe. 

Die erste Gruppe leistet — zusammen mit ihren Reaktionen am Schwinger — 
bei kinematisch méglichen Bewegungen keine Arbeit; von der zweiten werde 
vorausgesetzt, daB sie keine Arbeit leiste, und die beiden letzten Gruppen 
mégen konservativ und ihre Potentiale so normiert sein, daB sie in der Gleich- 
gewichtslage verschwinden. Damit scheiden nun auch Schwinger mit Dampfung 
am Rand — z. B. an den Enden mit Dampfern versehene Stabe — aus. Ferner 
lassen sich jetzt auch die Potentiale U, und W, der inneren Krafte bzw. 
Lasten mit 

LOO ACE ee Lee ee ee (3. 6) 
zur potentiellen Energie des Tragers zusammenfassen, die fiir ¢ = 0 verschwin- 
det und von den verallgemeinerten Koordinaten (3. 2) des Tragers abhangt. 

LaBt sich V, nach seinen Argumenten entwickeln, so fallen wie beim 
Schwinger alle Terme nullten und ersten Grades weg ; man erhalt also unter der 
Annahme, daB mindestens ein Glied zweiten Grades von Null verschieden sei, 
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die quadratische Form ns 
any . oe AP 
VA ies roe Aine 2 eae a + Cia a), (VJ! 
i,k = 0 


(Ax; = Ang, Cri = Cix), 


in der die A;,, B;,, C;, reelle Konstante sind. 
Setzt man weiter voraus, daB sich die Bewegungsenergie des Tragers mit 
den reellen Konstanten D;,, E;;, Fj, als quadratische Form 


Le ie sé) 
T,[4Jl=> Pe, (Dy, 2 2) + 2 Ej, 20 AY + Fy af 4), (VI) 
i,k=0 
(Dic = Dis Fai = Fix) 


der verallgemeinerten Geschwindigkeiten anschreiben lasse, so hat man mit 
(V) und.(VI) die Verallgemeinerungen von (2. 6) aufgestellt. 
Hat der Trager weniger als 2(y + 1) Freiheitsgrade, so bestehen zwischen 
den verallgemeinerten Koordinaten (3.2) Bindungen, die sich, sofern sie 
holonom sind, durch voneinander unabhangige Gleichungen der Form 


Rides Bln crs ke 18m te -9p% =O, dead, 2.0. SS Ole a oe 


ausdriicken lassen. Entwickelt man hier die linken Seiten, so fallen mit Riick- 
sicht darauf, daB die Bindungen mit dem Bestehen der Gleichgewichtslage 
z= 0 vertraglich sein miissen, die konstanten Glieder weg. Man erhalt also 
unter der Annahme, daB8 je mindestens ein linearer Term von Null verschieden 
sei, s linear unabhangige Randbedingungen der Gestalt 


R,, [2] = a te thy B= [B= 1,2,..55 5204 DED 


in denen die «,,, 8,,, reelle Konstante sind. Diese Bedingungen, die den Frei- 
heitsgrad einschranken und damit als kinematische oder in Anlehnung an 
C.B. BIEzENO und R.GRAMMEL}?) als geometrische Randbedingungen bezeichnet 
werden k6énnen, sind von der Bewegung und Belastung unabhangig und damit 
vom Eigenwert frei, gleichgiiltig, ob es sich um das Schwingungs- oder Stabili- 
tatsproblem handelt. So kommt z. B. o? bzw. A in den dynamischen Rand- 
bedingungen (2. 3), (2. 11) vor, nicht aber in den kinematischen (2. 2). 
Bezeichnet man als zuldssige Funktionen diejenigen reellen (x), welche den 
kinematischen Randbedingungen (VII) geniigen, im Intervall a <x <b 
(m — 1)-mal stetig differenzierbar sind und hier eine stiickweise stetige m-te 
Ableitung besitzen, so stellen diese lauter kinematisch mégliche Lagen des 


1) C.B. Brrzeno und R.GRAMMEL, a.a.O., S. 136. 
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_ Schwingers dar. Da sich umgekehrt jede solche durch eine reelle Funktion dar- 
stellen lassen muB, die den Randbedingungen (VII) geniigt und — wie sich in 
Ziffer 5 zeigen wird — die erwahnten Differenzierbarkeitseigenschaften besitzt, 
beschreiben die zulassigen Funktionen alle passenden Verschiebungen des aus 
Schwinger und Trager bestehenden Systems. 

Ist y(x) eine zulassige Funktion, so verkérpert 


2(x, t) = y(x) sinot, (o +0) (3.8) 
_ eine kinematisch mégliche Bewegung. Ihre kinetische Energie setzt sich gemaB 
Tia] = T,4] + Tal (VIL) 


aus den Bewegungsenergien des Schwingers und des Tragers zusammen und 
14Bt sich nach (III), (IV), (VI) und (3. 8) auf die Form 


T(z] = (Z,[y] + T,[y]) o? cos? ot (3. 9) 


bringen. SchlieBt man den trivialen Fall aus, da8 das aus Schwinger und 
Trager bestehende System, soweit es an der Bewegung teilnehmen kann, 
masselos ist, so muB fiir nicht identisch verschwindende (x) die Bewegungs- 
energie mindestens zeitweise positiv sein, und daraus folgt 


T[y] > 0, (y=0). (IX) 


Ferner kann beim Schwingungsproblem vorausgesetzt werden, daB die 
Gleichgewichtslage y = 0 nicht labil, mithin die gesamte potentielle Energie 


Viz] = Volz] + Ve[2] (X) 
positiv definit, d. h. 
Viy) 2 0, (y==0) (XI) 


sei. Dabei muB das Gleichheitszeichen zugelassen werden, um den freien 
Schwinger — wie er etwa im Falle des ungelagerten Stabes vorliegt — nicht aus- 
zuschlieBen. 

Die Voraussetzungen (I) bis (XI), die fiir die Schwingungsaufgabe im we- 
sentlichen geniigen, sind vorwiegend physikalischer Natur und daher bei kon- 
kreten Problemen leicht iiberpriifbar. Sie gehen nicht tiber die Forderungen 
hinaus, die man iiblicherweise- an einen eindimensionalen, konservativen 


Schwinger stellt. 


4. Die Stabilitatsaufgabe 


Ahnlich wie beim Schwingungsproblem, wenn auch eine Spur verwickelter, 
liegen die Verhdltnisse bei der Stabilitatsaufgabe. Hier tritt ~ wie sich in 
Ziffer 6 zeigen wird — an die Stelle der potentiellen Energie V die Formande- 
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rungsenergie U, und die kinetische Energie T ist durch das negative Potential 
—W, der sogenannten Grundbelastung zu ersetzen. Die in Ziffer 3 uber T ge- 
machten Voraussetzungen werden daher gegenstandslos; dafiir sind diejenigen 
fiir V in solche fiir U und —W, aufzulésen. 

Zerlegt man die potentiellen Energien V, und V, gemaB (3. 3) und (3. 6) in 
die Anteile U,, U, und W,, W,, die von den inneren Kraften bzw. den Lasten 
herriihren, so hat, da die Lasten willkiirlich geandert und insbesondere vollig 
entfernt werden kénnen, U[y] den gleichen Aufbau wie V[z] in (I), U,[y] den- 
jenigen von V,[z] in (II) und U,[y] die durch (V) fiir V;[z] gegebene Gestalt, 
wobei die Koeffizienten freilich im allgemeinen nicht dieselben sind. Ferner 
driickt die auf U[y] umgeschriebene Beziehung (X) aus, daf sich die Form- 
anderungsenergie aus den vom Kontinuum und vom Trager herriihrenden 
Anteilen additiv zusammensetzt. 

Fiihrt man — wie schon in Ziffer 2 — eine Grundbelastung mit dem Potential 
W, ein, die simtliche, am Kontinuum und Trager angreifenden Lasten in einem 
gegebenen Verhaltnis umfaBt, und beschrankt man sich auf die Untersuchung 
von Belastungen, die sich als Vielfache dieser Grundbelastung darstellen, so 
kann deren potentielle Energie mit 


Wly] = 4(Weoly] + Weoly)) (4. 1) 


auf die beiden Anteile des Kontinuums und des Tragers zuriickgefiihrt werden. 
Dabei 14Bt sich W,,[y] wie T,[2] in (IV), -W,[y] wie T[z] in (III) und -W,,[y] 
wie T;,[2] in (VI) definieren, und ferner sagt (VIII) aus, da8 sich die potentielle 
Energie der Grundbelastung additiv aus den vom Kontinuum und vom Trager 
herrtithrenden Anteilen zusammensetzt. 

Die Randbedingungen (VII) gelten auch hier, wenn z durch y ersetzt wird; 
das Stabilitatsproblem, das der urspriinglich vorgelegten Schwingungsaufgabe 
entspricht, geniigt somit, von (IX) und (XI) abgesehen, sdmtlichen mit ré- 
mischen Ziffern bezeichneten Voraussetzungen, sofern die darin auftretenden 
Gr6Ben durch Ubergang von V auf U und von T auf —W neu interpretiert 
werden. Es sollen daher im folgenden Aufgaben, die den Bedingungen (I) bis 
(VIII) und (X) nebst den in Ziffer 5 zu besprechenden Prazisierungen (XII) bis 
(XIV) geniigen, als natiirliche Schwingungs- oder Stabilitdtsprobleme bezeichnet 
werden. 

Beschrankt man sich auf Stabilitatsaufgaben, bei denen — wie in Ziffer 2 — 
das unbelastete System nicht schon in der Lage y = 0 im labilen Gleichgewicht 
ist, so ist die gesamte Formanderungsenergie positiv definit, mithin (XI) auch 
fiir U[y] erfiillt. Diese Annahme bedeutet insofern eine erste Einschrankung des 
Problemkreises, als Falle denkbar sind, in denen die Gleichgewichtslage y = 0 
fiir das unbelastete System labil ist und erst durch die Belastung stabilisiert 
wird. Hieher gehért z. B. der durch eine Feder iiberkritisch auf Druck und 
durch eine Axiallast auf Zug beanspruchte Stab. 
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_ Eine weitere Einschrankung wird nétig, wenn das Stabilitatsproblem auch 
der Ungleichung (IX) geniigen, d. h. die potentielle Energie der Gundbelastung 
fur keine zulassige Funktion positiv sein soll. Im Beispiel von Ziffer 2 zeigt 
namlich (2. 13), daB W, in verwickelteren Fallen iiberhaupt nicht definit ist. 
Beschrankt man sich aber auf einfachere Probleme, wie z. B. die durch (2. 15) 
charakterisierte Knickaufgabe oder das Problem (2. 16) der kritischen Dreh- 
zahlen ohne Axialdruck und Kreiselwirkung, so ist W, fiir nicht identisch ver- 
schwindende zulassige Funktionen negativ und damit (IX) beim Ersatz von T 
durch —W, erfiillt. 

Natiirliche Aufgaben, bei denen auch (IX) und (XI) erfiillt sind, sollen im 
folgenden als semidefinit oder definit bezeichnet werden, je nachdem in (XI) 
das Gleichheitszeichen zugelassen wird oder nicht. Zu den semidefiniten Auf- 
gaben gehéren dann neben einfacheren Stabilitatsproblemen nach Ziffer 3 
auch samtliche natiirlichen Schwingungsaufgaben. 


5. Die Ordnungszahlen 


GemaB (I) ist bei natiirlichen Problemen die potentielle Energie V[z] dx des 
zwischen den Schnitten x und x + dx liegenden Schwingerelementes durch z, 2’,..., 
™) gegeben. Die Lage des ganzen Schwingers wird durch eine zulassige Funk- 
tion z(x) beschrieben; im Gegensatz dazu ist aber die Lage des Elementes dx 
im allgemeinen nicht durch den Funktionswert z allein, sondern nur in Verbin- 
dung mit den m — 1 ersten Ableitungen bestimmt, so daB man die GréBen z, 
2’, ..., 2 als Lagekoordinaten des aus dem Verband gelésten Elementes auf- 
fassen kann. So folgt z. B. in Ziffer 2 aus (2. 4) m = 2, und in der Tat treten in 
der Bewegungsenergie (2. 5) die zeitlichen Ableitungen von z und 2’ auf. 

Um allgemein zu zeigen, daB z, 2’, ..., 2'—1) die Lagekoordinaten des Ele- 
mentes sind, kann man sich zundchst eine passende Verschiebung derart vor- 
genommen denken, dafs der Schwinger aus der Gleichgewichtslage z = 0 in die 
variierte Lage z iibergeht, wobei in einem bestimmten Schnitt x 


g=272...=2"=0, ot + 0 


ist. Unter der Annahme, daB 2’) eine Lagekoordinate sei, ware dann nur noch 
der Schnitt x, dagegen x + dx nicht mehr in der Gleichgewichtslage. Die Ver- 
schiebung wiirde also eine Deformation des Elementes dx darstellen, und dies 
widerspricht der Tatsache, da die potentielle Energie 


pike tins oft)’ AB) tae 
V dx=~ 2% Ck ae 21) 


‘k=O 


die in diesem Falle mit der Formanderungsenergie von dx iibereinstimmen 


| 
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muB, verschwindet. Es folgt hieraus, daB 2”) als Lagekoordinate ausscheidet 
und die Terme 


Com) 2% 2, (i =0,1,.:.,m) (5.2) 


in (I) lauter Deformationsenergien darstellen. 


Nimmt man jetzt an, daB auch z™~ )) keine Lagekoordinate sei, so stellt eine . : 


Variation der Gleichgewichtslage, bei der in einem beliebigen Schnitt x 


gees... = 2"-Y=0, 2) & 0 


ist, weder eine Verschiebung noch eine Deformation des Elementes dx dar, und 


daraus folgt nach (5. 1), daB ¢y_(%) = 0 sein muB. Dann kann aber unter der — 


Voraussetzung, daB ein x existiere, fiir das wenigstens ein ¢;,,, (t + m) von Null 
verschieden sei, eine Variation angegeben werden, fiir die an der Stelle x 


t (Gal) 


ee =g/tD— = 2™-D—0, 2 +0, 2” +0 


und im Ausdruck 
2 ; 
V dx =—c,, 29? + cy, 2 2™ 


2 


fiir die potentielle Energie die rechte Seite und gleichzeitig ihr zweites Glied 


negativ ist. Da aber nach (5. 2) einer dieser beiden Ausdriicke die Deformations- | 


energie U dx darstellen muB, ist dann im Widerspruch zu (3.4) U <0. Es 
miissen also mit c,,,, auch alle c,,,, (t +m) identisch verschwinden. Da dies 
aber der Voraussetzung (I) widerspricht, ist z’"~ Lagekoordinate, und mit 
z-1) sind es, wie ohne weiteres aus der Definition der Ableitung hervorgeht, 
auch igter4) i, ee 

Hieraus folgt insbesondere, daB die Terme (5. 2) in (I) die ganze Deforma- 
tionsenergie verkérpern, so da8B nach (3. 4) 


Cm mn) = 0 (XIT) 


sein muB, gleichgiiltig ob es sich um die Schwingungs- oder die Stabilitats- 
aufgabe handelt. Ferner muB sich beim Schwingungsproblem die Bewegungs- 
energie (IIT) in den zeitlichen Ableitungen 2, 2’, ..., 2-1) der Lagekoordinaten, 
bei der Stabilitatsaufgabe die potentielle Energie der Grundbelastung in diesen 
selbst ausdriicken lassen, wobei unter Umstanden eine Anzahl von Termen aus- 
fallen kann. In beiden Fallen gilt 


n< m. (XITI) 
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SchlieBlich reduzieren sich jetzt die verallgemeinerten Koordinaten (3. 2) des 
Tragers auf 


/ 


a ¥: es 
te A at Pee eee ay i ute (5. 3) 


a 


- man hat also in den Beziehungen (V) bis (VII) 
r=m—1 (XIV) 


zu setzen. Da dann die kinematischen Randbedingungen (VII) nur Ableitungen 
bis zur Ordnung m — 1 enthalten, sind sie im Sinne von E. KAMKE!) die wesent- 
lichen Randbedingungen und umgekehrt die dynamischen — die sich im folgen- 
den von selbst aus dem Variationsproblem ergeben werden und Ableitungen 
m-ter bzw. hoherer Ordnung enthalten — die restlichen Randbedingungen. Es 
gilt also unabhangig von der Ordnung?) des Problems 

_ Satz 7: Bei natiirlichen Eigenwertproblemen sind die kinematischen Rand- 
bedingungen mit den wesentlichen, die dynamischen mit den restlichen 
identisch. 

Hieraus und aus der schon anlaBlich der Besprechung von (VII) gemachten 
Bemerkung, da die «,,, 8,,, den Eigenwert nicht enthalten, ergibt sich ferner 

Satz 2: Die kinematischen oder wesentlichen Randbedingungen sind bei 
natiirlichen Problemen vom Eigenwert frei. 

Hieraus folgt in Verbindung mit der Definition der zulassigen Funktionen 

Satz 3: Bei natiirlichen Problemen gibt es stets zulassige Funktionen. 

Die beiden letzten Satze, die physikalisch ohne weiteres einleuchten, sind 
fir die Behandlung von Eigenwertaufgaben von Bedeutung, bei denen der 
Eigenwert in den (dynamischen) Randbedingungen vorkommt’). 

Damit, daB z, 2’, ..., 2 ~ 1) die Lagekoordinaten des Elementes dx sind, V 
aber auch 2™ enthalt, rechtfertigen sich schlieBlich auch die in Ziffer 3 an die 
zuldssigen Funktionen gestellten Differenzierbarkeitsforderungen. Waren die 
zulassigen Funktionen namlich im Intervall a= * S 6 nicht (m— 1)-mal 
stetig differenzierbar, so wiirden sie keine stetige Verschiebung des Kontinuums 
darstellen, und wenn die m-te Ableitung nicht wenigstens stiickweise stetig 
wire, hatte die spezifische potentielle Energie V keinen Sinn. 


6. Das Variationsproblem 


Die Eigenschwingungen 
2(x, t) = y(x) sinat 


1) “Vgl. L.Couratz, a.a.O., S. 58. me 
2) Bei E. KAMKE, a.a.O., S. 70, und bei L.CoLiaTz, a.a.O., S. 58, wird diese Ubereinstimmung 


nur fiir m = 1 und m = 2 bestatigt. ; ; 
3) Und demnach Vergleichsfunktionen gema8 L.CoLiatz, a.a.O., S. 59, tiberhaupt nicht mehr 


definiert sind. 
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kénnen im allgemeinsten Falle wie schon im Beispiel von Ziffer 2 dadurch: e er-§| 
halten werden, da8 man mit ae 


Viz] = Viy]sin’0t sowie T(z] = T[y] 0? cos* ot (6.1) 


die potentielle bzw. kinetische Energie des aus Schwinger und Trager beste- — 
henden Systems einfithrt und das Hamiltonsche Prinzip fiir dieses Gesamt- 
system formuliert. Inm zufolge zeichnen sich die wirklichen Bewegungen vor 
allen anderen, die kinematisch mdéglich sind und im Zeitintervall ¢, — ¢, von 
einer gegebenen Anfangs- in eine gegebene Endlage fiihren, durch das Ver- 


schwinden der Variation 
ty 


6 | (Tie) — Vie) ae 


a 


aus. Legt man ¢, und ¢, etwa durch zwei aufeinanderfolgende Durchgange durch 
die Gleichgewichtslage fest und verwendet man neben (6. 1) die Abkiirzung 
o? = A, so folgt hieraus, wenn man die Integration iiber die Zeit sofort ausfiihrt, 


6(A T[y] — V[y]) = 9, (XV) 


wobei zur Konkurrenz alle zulassigen Funktionen gema8 Ziffer 3 zuzulassen 
sind. 

Auf das gleiche Variationsproblem fiihrt aber auch die Stabilitatsaufgabe. 
Fiihrt man namlich mit 


U[y] sowie AW,[¥] 


die potentiellen Energien der inneren Krafte und der A-fachen Grundbelastung 
ein, so zeichnen sich dem d’Alembertschen Prinzip zufolge die Gleichgewichts- 
lagen vor allen anderen kinematisch méglichen durch das Verschwinden der 
virtuellen Arbeit, d.h. dadurch aus, da8 unter Beschrankung auf zulassige 
Funktionen (x) 


d(U[y] + 4 W[y]) = (6. 2) 


ist. Mit dem Ersatz von U[y] durch V[y] und von —W,[y] durch T[y] geht aber 
(6. 2) in (XV) iiber, und damit ist die Analogie zwischen dem Schwingungs- 
problem und der Stabilitatsaufgabe — wenigstens soweit die letztere mindestens 
semidefinit ist — vollkommen. 

Man braucht jetzt zwischen den beiden Aufgaben nicht mehr zu unter- 
scheiden und kann, indem man (I) bis (XV) zusammenfaBt und die Energien 
neu mit ® bzw. ¥ bezeichnet, das natiirliche Eigenwertproblem allgemein durch 
die Variationsaufgabe 


0(Ply] — APLy]) = 0 (6. 3) 
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definieren, die unter Beschrankung auf zulassige und damit insbesondere den 
kinematischen Randbedingungen 
m—1 : 
and +8, ) = 0,- (ESS Deny (64) 


v=0 


geniigende Funktionen y(x) zu lésen ist. Dabei setzen sich die Ausdriicke 
— Oy] und ¥Y[y] gemaB 


: 
Py]= {| Oylde+ Ofy], Vyl= | Pylde+ My] (6.5) 


aus je zwei Anteilen zusammen, und zwar ist der Reihe nach 


os. if ae ; 
ay=5 2 C;(%) af) nf), (Ces = Cons € Eni 0), | 
age (6.6) 
¥Ty] = = Mi; 1:(X) yy, (My; = Mix), | 
tZk—0 
1 ay i i 1 
Dae Pains Ye + 2B eve ¥y + Cin yy YS"), 
t= 
(Ax: = Agins Cre a Cix), 
(6.7) 
1 _ a 4 i 
oe eae ay (Day? yf + 2 Bex y®) yi) + ee Ve), 
i,k =0 
(Dy; -s Dix; Fi, ; Te Fx) 
und zudem 
WS MH, (6. 8) 


Ferner sind die in (6. 4) bis (6. 7) auftretenden Koeffizienten samtlich reell ; die 
C;x(%), ™;,4(*%) werden als geniigend oft stetig differenzierbar und die kinema- 
tischen Randbedingungen (6. 4) als linear unabhangig vorausgesetzt. 

Gilt neben (6.3) bis (6. 8) fiir zulassige Funktionen 


Diy] 20, My)>0, (y= 0), (6. 9) 


so soll das Eigenwertproblem als semidefinit oder definit bezeichnet werden, je 
nachdem in der ersten Ungleichung (6. 9) das Gleichheitszeichen zuzulassen ist 
oder nicht. 

Ist (x) eine zulassige Funktion, so 1aBt sich jede, in ihrer Nachbarschaft 
verlaufende, zulassige Funktion in der Form (x) + ¢ (x) darstellen, wobei ¢ 
eine geniigend kleine reelle Konstante und 7(x) selbst eine zulassige Funktion 
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ist. Die im Sinne des Variationsproblems (6. 3) zulassigen Variationen von y 
sind also zulassige Funktionen der Form éy = ¢ 7. Stellt man den in y und 
seinen Ableitungen quadratischen Ausdriicken (6. 5) die in y und 7 symme- 
trischen anette si 


Py, 7] = js Crp YO dx + 


/ tik) 
a 
m—1 


+ DY (Ain 9 oP + Bin ly? ng? + uP yo”) + Ce in Ye 1, 


i,k=0 


(6. 10) 
b 
Ply, 4] = / min YO qn dx + 
i 1,k=0 . 
5 > (Dix ve ne + Esa (ve me + no ¥°) + Fee Vy) 16 1 
i,k= 
zur Seite, so erhalt man fiir die zugehG6rigen Variationen von ® und ¥Y 
6D[y] = e Oly, n], 6¥[y] = « Ply, m]. (6. 11) 
Man kann daher (6. 3) durch 
Py, 4] —A Ply, yn] =0 (6. 12) 


ersetzen und hat 

Satz 4; Die zulassige Funktion (x) ist dann und nur dann eine Lésung des 
natiirlichen Eigenwertproblems, d.h. eine Ezgenfunktion, wenn eine Zahl A, 
d. h. ein Eigenwert existiert, so daB fiir beliebige zulassige Funktionen (x) die 
Beziehung (6.12) erfiillt ist. 

Die Bilinearausdriicke (6.10) gentigen iibrigens, wie hier noch festgehalten 
werden soll, den bereits erwahnten Symmetriebedingungen 


Py, 7] = Pl, y], Ply, 4] = Pn, ¥] (6. 13) 
und fiihren mit 7 = y zufolge 
Ply, Wes aiOlyl, Ply, vy) = 2P[y] (6. 14) 


auf die doppelten Energien zuriick. 


7. Die Normalformen 


Die Eulersche Differentialgleichung und die dynamischen Randbedingungen 
des natiirlichen Eigenwertproblems werden durch Ausfiihrung der Variation 
(6. 3) gewonnen. Es empfiehlt sich indessen, die Ausdriicke ®[y] und Vy] 
vorerst auf ihre sogenannten Normalformen zu bringen. 


| 
: 
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Zu diesem Zweck sei aus dem Integral 


b 
®,9] = | By) ax, (7.1) 


dessen Integrand nach (6. 6) den Aufbau 
Coo V? + Cor VY + + Com YY + 


Bes tee) fot 0 Pt Gr i tg y+ 
Pisl sis x » (Cee =x) (7.2) 


+ Cg VY + Cm YO) 9! eos E Cana YO? 
hat, mit 


ie yl) yl) dx, ((#<k-1<m) 
b 
der Beitrag eines beliebigen Doppelproduktes herausgegriffen, das nicht aus 
unmittelbar der Hauptdiagonale anliegenden Summanden besteht. Dieser 
Beitrag 1aBt sich durch partielle Integration auf die Gestalt 


|b b b 
= [es fPth) yh Vga — feiny® yOD dx 
a a 


a 


tao 
Cik wy) yl 4) 


bringen und damit durch Integrale und Randterme ersetzen, in denen die 
héchste vorkommende Ableitung nur noch die Ordnung k — 1 aufweist. Durch 
Vereinigung der Integrale mit den entsprechenden Termen in (7. 1) und Wieder- 
holung des Verfahrens kann man das Schema (7. 2) des Integranden unter fort- 
gesetzter Ausscheidung von Randtermen bis auf Summanden abtragen, die in 
der Hauptdiagonale stehen oder ihr unmittelbar anliegen. Dabei erhalten die 
verbleibenden Summanden, da jede partielle Integration als Schritt in hori- 
zontaler bzw. in horizontaler und vertikaler Richtung auf die Hauptdiagonale 
zu gedeutet werden kann, mit Ausnahme weniger Terme, unter denen sich ins- 
besoridere Cmym y)?/2 befindet, im allgemeinen neue Beiwerte, und die Rand- 
terme lassen sich zu einer quadratischen Form von 


ee a, eh (7a) 


zusammenfassen. 
Die Beitrage der verbleibenden Doppelprodukte, die von der Gestalt 


b 
[aise yl y+ D dae, (i < m) 


a 


ZAMP 1/9 


130 EDUARD STIEFEL und HANS ZIEGLER piel ZAMP 


sind, lassen sich zufolge 

b b b 

ee yD y de — Pais y2 dx 
a 


a 


5 
i +1 Pe: (2) 2 
Coys yee de = 4, 5414 = 
a a 


durch 


b b 


1 / ; 


a a 


il 
=H 


(t) 
2 “i,i+1 yuk 


ersetzen und damit unter Absonderung weiterer Randterme der Form (7. 3) 
auf Hauptdiagonalelemente zuriickfithren, wobei c,, » y?/2 wiederum keinen 
Beitrag erhalt. Damit ist aber D,[y] auf die Normalform 


b 
P= ral “, faze) yO? dx + + Fol (7. 4) 


reduziert, in der im Integranden nur noch Quadrate vorkommen, F[¥y] eine 
quadratische Form der Randwerte (7.3), also vom gleichen Aufbau wie @,{y] 
in (6. 7) und mit Riicksicht darauf, daB sich der Beiwert von y™)? nicht gean- 
dert hat, 


ist. 
In analoger Weise kann man 
Ply] = | Ply dx (7.6) 
auf die Normalform ; 
b n 
iba : 1 
Wlol=> | SY ele) de + 5 Gly] (7.7) 
+=0 i 


a 


bringen, in der G,[y] mit Riicksicht auf (6.8) wieder eine quadratische Form 
der Randwerte (7.3) und 
ist. 
Mit (7. 4) und (7. 7) erhalt man fiir die Ausdriicke (6. 5) die Normalformen 
b 
il a m is 1 
y= > | DS dx) 9 de + SFY, 


1=0 


a 


(7.9) 


to| + 


b 
1 we . 
Vy / dD, &:i(x) y"? dx += G[y], 
¢ 4=0 
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wenn man in den quadratischen Formen 


PFUI=G8O14+5 Fly,  F6D1=%14+5G0) (7.19 


_ samtliche Randterme, namlich diejenigen aus (74) und (7: 7) mit: (6. 7) zu 


sammenfa8t. Dabei enthalten die quadratischen Formen (7. 10) gemaB (6. 7) 
nur die Randwerte (7. 3), und ihre Koeffizienten sind reell, wie ubrigens auch 
die Funktionen /,(x), g;(x). SchlieBlich nehmen die Bilinearausdriicke (6. 10), 
wenn man von (7. 9) ausgeht, die Normalformen 


5 
Ply, 7] =| > te y) n® dx + Fly, n), | 
Z i=0 
Ey (7.11) 
Vly, 4] = f D> 8: 9" n dx + Gly, 7] | 
gee 


an, wobei F[y, 7] die zu Fly] gehdrende symmetrische Bilinearform und 
Gly, y] diejenige von G[y] ist. 

Weil m,,, 1m Gegensatz zu C,,.. nicht positiv zu sein braucht, laBt sich der 
Ungleichung (7.5) in (7. 8) keine entsprechende an die Seite stellen. Es ist 
daher nicht ausgeschlossen, daB g,(x) identisch verschwindet, so daB die Zahl n 
durch eine kleinere ersetzt werden kann. Unter der Annahme, daB alle g;(x) 


_ identisch Null seien, kénnten aber zuladssige Funktionen y(*) angegeben wer- 


den, die an den Randern a, 6 mit samtlichen Ableitungen bis zur (m — 1)-ten 
einschlieBlich verschwinden, im Inneren des Intervalls a < x < 6b aber nicht 
identisch Null waren und nach der zweiten Beziehung (7.9) auf ein ver- 
schwindendes Y[y] fiihren wiirden. Dies trifft z. B. beim Schwingungsproblem 
von Ziffer 2 zu, wenn 9 = 0 gesetzt und damit die Masse der Welle gegeniiber 
der Scheibenmasse vernachlassigt wird. Der Eigenwert o? tritt dann nicht mehr 
in der Differentialgleichung (2. 1), sondern nur noch in den dynamischen Rand- 
bedingungen (2. 3) auf, so daB ein Eigenwertproblem mit endlichem Freiheits- 
grad entsteht. 

Die Existenz von nicht identisch verschwindenden zulassigen Funktionen, 
fiir die Y[y] Null wird, widerspricht aber der zweiten Forderung (6. 9). Man hat 
demnach bei semidefiniten sowie definiten Problemen — mindestens nach der 
Reduktion von » — 

£n(*) = 0. (7502) 

Bei der iiberwiegenden Mehrzahl der bekannten Probleme — beispielsweise 
auch bei der Schwingungs- und der Stabilitatsaufgabe von Ziffer 2 —liegen die 
Funktionen @[y] und Y[y] von Anfang an in der Normalform vor, so da man 
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sich fragen kann, ob es wirklich nétig sei, von den allgemeineren Formen (6. 5), 
(6. 6) auszugehen. Bei der Betrachtung einfacherer Beispiele drangt sich gar die 
Vermutung auf, daB die Normalform — mindestens bei geschickter Wahl der 
Veranderlichen — ausschlieBlich auftrete. Diese Vermutung bestatigt sich in- 
dessen bei ndherem Zusehen nicht; schon beim in seiner Ebene gebogenen 
Kreisring wird namlich — wenn man mit x das Azimut und mit y die radiale Ver- 
schiebung bezeichnet — die Formanderungsenergie?) nicht in der Normalform 
erhalten. 


8. Mathematische Formulierung des natiirlichen Eigenwertproblems; 
zugehorige Differentialgleichung 


Nach Ziffer 6 und 7 besteht die natiirliche Eigenwertaufgabe in der Er- 
mittlung der Werte A und der zulassigen Funktionen (x), die fiir jede zulassige 
Variation 7(x) der Bedingung 


Ply, n] —APLy, yn] = 0 (8. 1) 


gentigen. Dabei sind unter zulassigen Funktionen diejenigen reellen (x) zu ver- 
' stehen, welche die linear unabhangigen, mit reellen Koeffizienten «,,, B,,, ge- 
bildeten kinematischen Randbedingungen 
m-1 ; 
Rly] = DF de se Baw Vz) = 0, (4 = 1,2,...,3 52m) (8. 2) 


v=0 


erfiillen, im Intervall aS x < b (m — 1)-mal stetig differenzierbar sind und 
eine stiickweise stetige m-te Ableitung besitzen. Ferner sind 


b 
Ply, 1] = Lads fey q® dx + Fly, nl, 


+= 0 
ree (8. 3) 
ly, m= | 3) gyn dx + Gly, n) 
i 1=0 
reelle, symmetrische Bilinearausdriicke, die den Bedingungen 
m>n (8. 4) 
und 
f(x) > 0 (8. 5) 


1) Vgl. S. TimosuenKo, Theory of Elastic Stability (New York und London 1936), S. 209. 
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genigen, und F[y, 4], Gy, 1] reelle, symmetrische Bilinearformen in den Rand- 
_ werten 


Tew eee Sos core 
Z (m = 1). 4 (m — 1) son) 
Nar Na>+>+> Na > Nor Nov -++> Ne : 
Ist zudem 
Dy, 20, Py, y> 0, “(y ={=0) (8. 7) 
und damit gem4B (7.12) auch 
En(x) == 0, (8. 8) 


so wird das Problem als semidefinit bzw. definit bezeichnet, je nachdem in der 
ersten Ungleichung (8. 7) das Gleichheitszeichen zuzulassen ist oder nicht. 

Der erste Bilinearausdruck (8. 3) stellt, mit ¢ multipliziert, die Variation 
von @[y] beim Ubergang von der zuldssigen Funktion y auf die ebenfalls zu- 
lassige Funktion y + ¢ 7 dar. Er 1a4Bt sich durch partielle Integration auf die 
Gestalt 


y m—1 b 
Ply, m= [Maly] ndx+ os M,[y] "| + Fly, 7] (8. 9) 


bringen, wenn man zur Abkiirzung 


m 


Mi{y] = pe iy Gy)! = =1, 0,1, ...,m—1) (8.10) 
k=t+1 


setzt. Entsprechend geht der zweite Ausdruck (8. 3) mit 


n 


My Do (el) (en)? 9, = HL, 0; 1... =A) (8.11) 
hat 
in 


b n—-1 18 
Ply, 4] = i: N_y[y] 9 dx + Bo N,[y] nl + Gly, 7] (8. 12) 


liber. 
Setzt man (8. 9) und (8. 12) in die Variationsgleichung (8.1) ein und ver- 
langt man zunachst nur, daB diese fiir diejenigen zulassigen Variationen von 7 


erfiillt sei, fiir die an beiden Randern 7 = 7’ =... = 7"~ = 0 ist, so kommt 
man in der bekannten Weise auf die Differentialgleichung 
M{y] =4 Ny] (8. 13) 


des Eigenwertproblems, die nach (8. 10) und (8. 11) mit den linearen, selbst- 
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adjungierten Differentialausdriicken 


m n 


Miy)=M_I= 3) Al) (fy), NbI=Nab) = DAA env) (8. 14) 9 


k=0 k=0 


gebildet ist. Es gilt mithin 


Satz 5: Natiirliche Eigenwertprobleme fithren auf die lineare Differential-_ 


gleichung (8. 13), in der M und N selbstadjungierte, mit den reellen Funktionen 
f(x) bzw. g(x) gebildete Differentialausdriicke der Form (8. 14) sind. Zwischen 
ihren Ordnungen 2 m und 2» besteht die Ungleichung (8. 4); die Funktion 7,, 
gentigt der Ungleichung (8. 5) und g, bei mindestens semidefiniten Aufgaben 
der Bedingung (8.8). 

Man kommt also hinsichtlich der Differentialgleichung bei natiirlichen Pro- 
blemen mit zwei geringfiigigen Abweichungen auf die Beziehungen, die bei 
L. Corzatz}) als Voraussetzungen formuliert sind. Die erste Abweichung be- 
steht in der Verscharfung (8. 5) der Collatzschen Annahme /,, + 0, die zweite 
im Verzicht auf die Forderung g, + 0, die nur bei mindestens semidefiniten 
Aufgaben in der abgeschwachten Form (8. 8) erfiillt ist. 

DaB sich die Annahme g,, + 0 physikalisch nicht vertreten laBt, zeigt schon 
die Schwingungsaufgabe von Ziffer 2, wo aus (2. 5) g, = g, = oI folgt. Dieser 
Ausdruck kann zwar nicht negativ, wohl aber in gewissen Teilintervallen, in 
denen die Welle geniigend diinn ist, vernachlassigt und damit gleich Null ge- 
setzt werden, ohne daB das Schwingungsproblem seinen Charakter andern 
wiirde. 


9. Die Randbedingungen 


Damit die Variationsgleichung (8. 1) fiir alle zulassigen Variationen 7 und 
nicht nur fiir diejenigen erfiillt ist, mit denen in Ziffer 8 die Differentialgleichung 
erhalten wurde, muB8 nach (8. 9) und (8. 12) fiir jeden Wertesatz 


Bas Nase chs Mae Mas Ny oe ME (9. 1) 
der den kinematischen Randbedingungen (8. 2), d. h. den Forderungen 


m—1 


[9] = Pa Guy te + Bute) =0, (w= 1,2,,..,852m) (0.2) 


v= 


gentgt, 
m—1 vie { n-1 b 
| More + Fly, 4] —A {Pace “| + Gly, na} =0 (9.3) 
4= a 1=0 a 


ty ECorratz, asa,O., Sv 7, 


alle. 
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Die Ausdriicke Fy, 7], Gly, 7] sind nach Ziffer 7 symmetrische Bilinear- 
formen in den Randwerten (7.3) und (9. 1), die den gleichen Aufbau wie die 
Bilinearformen in (6. 10) haben und sich mit den Abkiirzungen 


a OY, 7) C0) 
Ply] = Sr Opis Ply] = on > 
A 9. 4) 
0G Gly, ( 
Orb =, Qealy] = 
On, On, 
als Linearkombinationen 
m—1 } f m—t1 . } 
Fly, m= DS) (Pian? + Pian), Gy.n= D7 Qian + Qin) (9.5) 
1=0 i=0 


der Randwerte (9. 1) anschreiben lassen. Bezeichnet man die Randwerte der 


Differentialausdriicke (8.10), (8.11) mit M;,, M;, bzw. N;q, N;,, und setzt man 


allenfalls 
Ne a IN i ee WV. = 0, 


so kann man (9. 3) durch 


m—1 ; ; 
ds (Mis + Pin) Hea (MY =P) 4el= 
i=0 


14 S10 (Nin + Qin) nf —(Nia —Qia) Me 1p =9 (9.6) 


t= 


ersetzen, und hiefiir erhalt man mit den Abkiirzungen 
Sal) = Mig = Pig — AW ia Cia: 
Siol¥)l = May + Pin — AN + Qi), | 
schlieBlich 


eat ine 7 0-8) 


m—1 


oie sol] ni) — Ssaly] ni?) = 0. (9. 8) 


7 


Gem4B (8.5) und (8.10) sind die M;,, M;, lineare Differentialausdriicke 
(2m — i — 1)-ter Ordnung, zufolge (8.11) die N; 4, .N;5 solche (2 — 7 — 1)-ter, 
nach (8. 4) mithin niedrigerer Ordnung in y, bzw. y,, wahrend die P;,, P;., 
Q:a Qip gar nur von der Ordnung m~— 1 sind. Die durch (9. 7) definierten 
GréBen S;,, S;, sind demnach lineare Differentialausdriicke der Ordnungen 
m<2m—i—1<2m-— 1in den Randwerten y,, yy), und da keine zwei von 
ihnen die gleichen Argumente und gleichzeitige dieselbe Ordnung haben, sind 
sie samtlich linear unabhangig. 
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Die s linear unabhangigen Gleichungen (9. 2) besitzen insgesamt 2m — s — 
linear unabhangige Lésungssysteme (9. 1). Die Forderung (9. 8) verlangt daher — 


das Verschwinden von 2m — s unabhangigen Linearkombinationen der S;q, 


S,», d. h. von ebenso vielen unabhangigen linearen Differentialausdriicken m-ter — 


bis (2 m — 1)-ter Ordnung in y, und y,, deren Koeffizienten im allgemeinen 


aber den Eigenwert A enthalten. Es gilt also — wie R.GRAMMEL?) in verschie- ~ 


denen Sonderfallen gezeigt hat — allgemein 
Satz6: Das Variationsprinzip liefert bei natiirlichen Problemen als Er- 
ganzung der kinematischen Randbedingungen 


m—1 


. 


4 


R,[y] = D) (ur Vo + Buy Yh”) = 9, (u=1,2Z,...,.s 2m) (9. 9) | 


y=0 
2m — s weitere linear unabhangige Forderungen, die in der Gestalt 


2m-1 


R,y] = Bo (25 Ne + Pas yp”) = 0, (u sae oe 1, s $5 2, amas 2m) (9. 10) 


v=0 


angeschrieben werden kénnen, und deren Koeffizienten reell sind, im allgemeinen 
aber den Eigenwert A enthalten. 

Um die Bedingungen (9. 10) explizit aufzustellen, beruft man sich auf die 
lineare Unabhangigkeit der kinematischen Randbedingungen (9. 2) und lést 
diese nach s unter den Randwerten (9. 1) auf. Die iibrigbleibenden Randwerte 
sind dann kinematisch — und, wie sich sofort zeigen wird, auch dynamisch — 
unabhangig; sie definieren die allgemeinste virtuelle Verschiebung des Tragers 
und kénnen als freze Randwerte bezeichnet werden. Fiihrt man in (9. 8) die 
Randwerte samtlich auf die freien zuriick, so kommt 


dD, Soly] ni — Szaly] n®) = 0, (9. 11) 


wobei die S;,, S;, Linearkombinationen der S;,, S;, sind und der Strich beim 
Summenzeichen andeutet, daB nur noch iiber die freien Randwerte zu sum- 
mieren ist. Mit der Forderung, daB (9. 11) fiir jeden Satz freier Randwerte er- 
fiillt sei, gewinnt man dann die 2 m — s Randbedingungen (9. 10) in der Form 


SialV1=9, Sj,[y] = 0. (9. 12) 


Da die S;4, S;, linear unabhangige Differenjialausdriicke m-ter bis (2 m — 1)- 
ter Ordnung sind, weisen auch ihre Linearkombinationen, insbesondere also die 
Sq Sj» sowie deren Linearkombinationen, mindestens die Ordnung m auf. 
Es ist daher unmdglich, durch Kombination der Randbedingungen (9. 12) 
bzw. (9. 10) solche der Form (9. 9) zu erhalten. Die neuen Randbedingungen 


1) C.B.Birzeno und R.GRAMMEL, a.a.O., S. 168. 
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sind mithin nicht kinematischer, sondern dynamischer oder im Sinne von 
_ E. KAMKE}) restlicher Natur. Es gilt demnach 

Satz 7: Die vom Variationsprinzip gelieferten Randbedingungen (9. 10) sind 
_ dynamische oder restliche und erganzen die kinematischen oder wesentlichen 
_ (9. 9) zu einem System von 2 m linear unabhangigen Randbedingungen. 
SchlieBlich folgt daraus, daB die linken Seiten von (9. 12) Linearkombina- 
_ tionen der rechten Seiten von (9. 7) sind, 

- Satz 8: Die dynamischen Randbedingungen enthalten den Eigenwert / 
_ hoéchstens in linearer Form. 

| Mit diesen Ergebnissen sind die Voraussetzungen, die L.Cotiatz?) an die 
_ Randbedingungen stellt, bestatigt, gleichzeitig aber wesentlich prazisiert. Ein- 
_ mal durch die bereits in Ziffer 5 ausgesprochene Feststellung, daB die kinema- 
tischen Randbedingungen (9. 9) den Eigenwert A nicht enthalten, so daB zu- 
lassige Funktionen im Gegensatz zu den sogenannten Vergleichsfunktionen 
-stets definiert sind. Dann aber auch mit der Bemerkung, daB A in den dynami- 
_ schen Randbedingungen (9. 10) nur in linearer Form auftreten kann. 

Stellt die Funktion y(x) zusammen mit dem Wert / eine beliebige Lésung 
der Differentialgleichung (8. 13) und der Randbedingungen (9. 9), (9. 10) dar, 
- so ist sie eine zulassige Funktion, welche die Forderung (8. 1) fiir beliebige zu- 
lassige Variationen 7 befriedigt. Die Ergebnisse von Ziffer 8 und 9 fiihren also 
_ zusammen mit Satz 4 auf 

Satz 9: Die Eigenfunktionen (x) — und nur diese —lésen zusammen mit den 
zugehorigen Eigenwerten A die Differentialgleichung (8. 13) und die Randbe- 
_ dingungen (9. 9), (9. 10). 

Bei vielen Aufgaben kommt der Eigenwert A auch in den dynamischen 
Randbedingungen nicht vor. Notwendige und hinreichende Bedingung dafiir 
ist gemaB (9. 3), daB fiir beliebige zulassige Funktionen y und 7 


n=l b 
|S N,[y] n° | + Gly, 7] = 0 (9, 13) 
+= 0 a 


ist. Bemerkenswert ist, daB hiezu die — durch das Beispiel des langsschwingen- 
den, mit einer Endmasse versehenen Stabes nahegelegte — Forderung, daB der 
Trager keine Bewegungsenergie besitze, nicht ausreicht. Dies zeigt sich schon 
im Fall der fliegenden Welle (Ziffer 2), bei der man durch Weglassen der 
Scheibe, d. h. durch Nullsetzen von M und @ die zweite Randbedingung (2. 3) 
nicht von o? zu befreien vermag. In der Tat folgt auch dann, wenn von An- 
fang an die Normalformen vorliegen, nach (7.7) also Go[y] = 0 ist, aus dem 
Verschwinden von ¥,[y] nach (7.10) zwar G[y]=0, aber noch nicht die 
Giiltigkeit von (9. 13). 


1) Vgl. L.Coiiatz, a.a.O., S. 58. 
2\aIL. COLLATZ, asa. O., 'S. 57. 
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Es wire interessant, die Méglichkeit der Umkehrung der Satze 5 bis 8 zu 
iiberpriifen, d. h. zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ein Eigenwert- 
problem natiirlich (und definit bzw. semidefinit) ist, wenn seine Differential- 
gleichung den in Satz 5 und seine Randbedingungen den in den pds ray 
und 8 beschriebenen Aufbau haben. 


Summary 


Eigenvalue problems, arising from questions of stability or in connection 
with vibrations, may be approached (a) as problems of the calculus of variations, 
(b) by establishing their differential equation, (c) by means of their integral (or 
integrodifferential) equation. Up to the present, method (b) has been farther 
developped than the other ones; still it does not apply to problems whose 
eigenvalue figures explicitly in the boundary conditions. In order to overcome 
this defect, it is advisable to use method (a) which, from a physical point of 
view, offers the advantage of facilitating the mathematical interpretation of 
mechanical restrictions and vice versa. 

The authors intend (i) to generalize the theory of eigenvalues for the above 
mentioned case and (ii) to establish the connections between methods (a), (b), 
and (c) on a most general scale, viz. for so called ‘‘natural problems’’. In this 
first communication, they connect methods (a) and (b), restricting themselves 
to the case of one independant and one dependant variable. 


(Eingegangen: 8. 7. 49.) 


Measurements of Electric Dipole Moments 
by a Microwave Resonance Method 


By GrorGE W. Epprecut, Pasadena!) 


The dipole moments of ozone, Freon-12 (dichlorodifluoromethane CCI,F;) 
and Freon-13 (monochlorotrifluoromethane CCIF;) have been determined at a 
frequency of 9,400 megacycles. Using the dielectric constant ¢ as a starting point, 
polarisation is obtained by the Clausius-Mosotti expression. According to 
Debye the dipole moment can be calculated from its variation with tempera- 
bbnleds 

e-1 M 4x a 
Wr ge ee re (1) 


Here N = N,d/M is the Loschmidt number and & the Boltzmann constant. In 


1 1947-8 graduate exchange student and research fellow at the California Institute of Tech- 
nology, Pasadena. 
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our case the dielectric constant has been determined in relation to the one of 


a known gas, but the method could easily be adapted for absolute measure- 
‘ments. 

The above formule are only valid for gases at low pressure or for highly 
diluted liquids. Working with gases only, these conditions are fulfilled in our 
case. Strictly speaking, the described method does not yield values for the 
dielectric constant but rather for the velocity of propagation of electromag- 
netic waves in the medium (or its index of refraction). It can be shown numer- 
ically that for a paramagnetic gas such as oxygen the influence of the magnetic 
polarisability is only about 1/300 of the electric polarisability. With our accu- 
racy of some percents paramagnetism can therefore be entirely neglected. Also 
no effects of saturation will occur at the field strengths which are present in 
the cavities which means that the dipoles oscillate only with very small angles 
(even at breakdown field strength the angle of rotation is only of the order of 
1, degree). 

Much more critical is the influence of axial inertia at the high frequencies 
used. Without accurate knowledge of the molecular structure, however, we can 
only make a very rough estimate of this influence. In addition to this dipolar 
absorption selective absorption bands in this range are possible. Various sub- 
stances with molecular resonances in the centimeter-range have already been 
found and their special properties have been made use of (NH, “‘atomic clock’’). 
With 3 cm waves there are probably no complications in measuring ozone but 
when dealing with the results of the Freons some precaution is called for. 


Description of Method 


Two cavities are fed by a klystron (type 723) whose repeller voltage is 
modulated to sweep the frequency over a certain range in which lie the resonan- 
ces of the two cavities. The rectified output of the two cavities is amplified 
and fed. with opposite sign into a mixer stage. The result is observed on an 
oscilloscope whose horizontal deflection is proportional to the modulating re- 
peller voltage. The principle now is to tune the cavities to the same frequency 
by adjusting the two resonance peaks on the oscilloscope to coincidence (Fig. 1). 
Best results are obtained if the two cavities have a slightly different Q. 

One of the cavities is mounted in a vacuum tight chamber which contains 
the known standard gas. Means are provided to adjust the pressure in this 
cavity to anywhere between 0 and 760 mm Hg. Thus, using e. g. oxygen as 
reference gas, the dielectric range from 1-000000 to 1-000530 is extended to a 
scale of 760 mm. Into a thermostat is built the second cavity, designed to make 
measurements with a continuous gas flow. Measurements are made in the 
following manner: both cavities are filled with the standard gas and tuned, 
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first by adjusting the length of one cavity by a micrometer, then by varying 

the gas pressure of the standard gas. Now cavity 1 is filled with the test gas 
(or its mixture with a known carrier gas) and the pressure in cavity 2 read- 
justed to frequency coincidence. Using the subscripts 1 and 2 for the cavities, 


CAVITY I 


CAVITY 2 


out of tune near coincidence coincidence 


Fig. 1. Oscilloscope patterns. 


a and 6 for the first and second frequency coincidence respectively, further 0 
for the normal condition of the gases (0°C, 760 mm Hg), we write: 


ie t) Ory 2 OF 2 
Doar aller omtakaerpginnszr ein yt 
Gas mixture formule are applied if the gas 1) is a mixture of the test gas and 
a known standard. If the dielectric constant of the test gas is higher than the ~ 
one of the standard gas, we fill the pressure chamber with the test gas and the 
evalution follows the same line. 

The accuracy of this method depends primarily on the Q of the cavities. 
To keep the Q value high, only loose coupling to input and output of the 
cavities may be used resulting in a rather low output from the detectors. 
Under these circumstances complete elimination of hum is hardly possible. 
Accordingly, we best choose a scanning frequency of 500 to 1000 c.p.s. in order 
to be able to filter out the power frequency. Good frequency and phase response 
up to 10 kilocycles are then sufficient for mixer and amplifier. Tuning is 
facilitated if the depth of modulation is variable. 

Some technical details deserve special attention: 

Common materials for cavities have coefficients of thermal expansion of 
1+3x10~° per degree centigrade. Variations of frequency being of the same 
order as variations of geometrical dimensions of the cavities it is obvious, 
therefore, that difficulties will arise with our desired accuracy of approximately 
10-8. In our experimental set-up cavities were designed with a temperature 
compensation by using metals with different thermal expansion coefficients. 
At the same time the temperature was kept within 1°C by means of a thermo- 


ad 
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Stat. It would be better still to use Invar steel or quartz with metallized sur- 


faces as material for the cavities. This would enable absolute measurements. 
A suitable cavity provided with a differential micrometer allows to take direct 
measurements of the change in wavelength. Hines worked with a cavity ten 


HLOWMETER 


; , TITRATION 


Fig. 2. Two cavity systems for measurements of the dielectric constant of gases. 


wavelengths long, but with his cavity of brass the obtained accuracy was far 
below of what might be expected from this method. 

With some gases corrosion of cavities and waveguides may set in. For the 
tests on ozone, the silverplated cavities had to be given a Tygoon coating which, 
however, increases difficulties at higher temperatures. Subsequently, gold- 
plating was tried with success although entailing a slight lowering of the Q. 
Ozone being very corrosive especially at higher temperatures where decom- 
position also increases, various problems arise which can, however, be over- 
come by the use of suitable materials. 

Another difficulty results from the extensive temperature range which we 
want to cover: connections to the cavities need not only a vacuum seal but 
must also be temperature insulated without substantially decreasing the per- 
formance of the waveguides. With no heat insulation the temperature fall near 


‘the cavities becomes excessive. Thus much heat is dissipated which is detri- 


mental to other-components of the equipment (crystal diodes). If the wave- 
guides are not evacuated then, at low temperatures, water will condense on 
the walls. Temperature insulation was made in two steps with a pair of choke 
flange connections, avoiding metallic contact. Another possibility would be to 
design waveguides with low thermal conductivity such as glass with only a 
metallic film of the necessary thickness. 
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Measurements 


Oxygen and dry air served as standard gases. Values of the dielectric con- 
stants found in literature vary by several percents. We considered the values 
obtained by Crary?) to be the most likely ones for the frequency at which we 
carried out our measurements: 

dry air 6 = .000572, 

oxygen 0 = .000530 
We checked up on the difference of the above values and they tallied to with- 
in 9,.: 

Impurities of carbon dioxyde and especially of water with its high dipole 
moment greatly influence the results; so vacuum sealing is essential. 


at 0°C, 760 mm Hg. 


Fig. 3. Variation of the dielectric constant with temperature. 


If the error due to each individual component is not to exceed .1 % this 
corresponds to the following percentages: 


Water... dr aglsjcey & atyeptedien aOo NG 
air (with 3% abs. humidity). .16 % 
COs, Seu: 4 pe ediee ne eaten 
ING! acy nerds “Coinee pag epemmmein Meacaeal ve 


(if we use oxygen as standard gas). 

Measurements have been made with oxygen, water (only to check the 
method), ozone (Os), Freon-12 (CCl,F;) and Freon-13 (CCIF,). Ozone was pro- 
duced from oxygen by using a high electric field strength. By cooling the 
ozonizer properly, an ozone content of about 8 volume percent was obtained 
which was determined by a flow measurement in connection with a titration 


1) Crain used a similar method to ours; his results were published at the time we compiled 
our own. 


re 
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(absorption of ozone in a solution of potassium iodine, titration by sodium- 
thiosulphate)., ~ 
| All measurements have been reduced to 0°C and 760 mm Hg. The d-values 
are plotted versus an inverse temperature scale in Fig. 3. The slope of the 
curves is proportional to the dipole moment. A check for the graph may be 
had at T = oo (no dipole movement). That value corresponds to the dielectric 
_ constant of the solid state which, however, cannot indiscriminately be com- 
pared with values obtained from measurements at lower frequencies (constituting 
_ but a lower limit) as there may be absorption bands in between. Our results 
_ are summarized in table 1. 


Table 7 
(Errors in units of the last decimal) 
Temperature Dielectric Dipole wement Eo 
ae _ Tange constant € -1018 extrapolated, 
investigated aol. satis red. to 0°C, 
0K 760 mm Hz egs unite 760 mm He 

H,O 320 — 390 1:01080 + 20 187+ 5 
Os 194 — 360 1-00190 ++ 2 52+ 3 1-00108 + 10 
CC1,F, 300 — 410 100855 -++ 2 55+ 3 1-00263 + 10 
CCIF, 273 — 420 100257 -+ 2 | ° -:39-+ 2:5 1-00210 + 10 
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Zusammenfassung 


Aus dem Temperaturverlauf der Dielektrizitatskonstanten wurde das elek- 
trische Dipolmoment einiger Gase bestimmt. Das Verfahren beniitzt den Vorteil 
hoher Resonanzgiite von Hohlraumresonatoren fiir 9400 MHz. Wahrend der eine 
Resonator nacheinander das Versuchsgas und ein bekanntes Vergleichsgas ent- 
halt, wird der andere durch Variation des Gasdruckes auf Frequenzkoinzidenz 
eingestellt. Mit der behelfsmaBig aufgebauten Versuchsapparatur wurde eine 
Genauigkeit von ca. 2+ 10-* in e und ca. 6% fiir das Dipolmoment erreicht. Der 
Versuch zeigte aber, daB die Genauigkeit des Verfahrens wesentlich gesteigert 
werden kann, d.h. auf nahezu 10-7 in e. Die Methode kann leicht ausgebaut 
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werden zu Absorptionsmessungen; dazu miissen nur die Verstarker geeichte 
Eingange erhalten, damit die Variation der Giite der Resonatoren gemessen ~ 
werden kann. Ein Nachteil der Apparatur besteht in der fixen Frequenz. Da- 
durch hat man keine Anhaltspunkte, ob zufalligerweise ein Absorptionsband in 
der Nahe des MeBpunktes liegt, was die Messungen stark beeinflussen kann. Es 
wiirde sich lohnen, zu versuchen, die Methode auszubauen fiir Messungen auf © 
einem kontinuierlichen Frequenzband z.B. von 3000 30000 MHz. 
Die vorliegenden Messungen wurden 1947/48 am California Institute of Tech- _ 
nology, Pasadena, durchgefiihrt, wo sie von R. H. MAcNEAt, A. F. FAIRBANKS 
und Hines unter der Leitung von W. H. PickERING begonnen worden waren. 


(Received: 22. 11. 49.) 
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Elastische Wellen in porésen Medien 
(Vorlaufige Mitteilung) 


von FRITZ GASSMANN, ETH., Ziirich 


@ sei die Dichte, E der Zugmodul und mw der Schubmodul eines homogenen, 
isotropen Mediums. k = E w/[3 (3 uw — E)] ist dann der Kompressionsmodul. Im 
Medium pflanzen sich elastische Longitudinalwellen mit der Geschwindigkeit 
Viz + (4 u/3)]/o@ und Transversalwellen mit der Geschwindigkeit Vulo fort. Diese 
Beziehungen gelten auch, wenn das Medium nur makroskopisch homogen und 
isotrop ist, in Wirklichkeit aber kommunizierende Poren besitzt. Die Moduln E, ~ 
# und & beziehen sich dann auf Versuche am geschlossenen System, d.h. mit 
nach auBen abgeschlossenen Poren, was die freie Zirkulation der Porenfiillung 
verhindert. Die entsprechenden Konstanten bei offenen Poren seien EF, pw und k, 
Sie geben das elastische Verhalten des Geriistes an, das entweder ein poréser 
Festkorper oder ein aus festen K6rnern bestehendes Lockermaterial ist. Die ela- 


stischen Konstanten des festen Materials, aus dem das Geriist besteht, seien E ; 
f# und k. Die Poren seien mit einer Fliissigkeit oder einem Gas gefiillt mit dem 


Kompressionsmodul &. ” sei das Verhaltnis des Porenvolumens zum Gesamt- 
volumen, also die Porositat. Alle elastischen Konstanten beziehen sich auf die 
kleinen reversiblen Deformationen beim Durchgang elastischer Wellen. Auf 
Grund der Elastizitatstheorie kann man folgende Beziehung aufstellen: 


ver 
hak aa wobei K = AES 
k n (k —k) 

me Bs 


Macht man noch die Hypothese «= fi, so lassen sich die Fortpflanzungsge- 
schwindigkeiten elastischer Wellen im porésen Medium berechnen aus den Ela- 
stizitatskonstanten des Geriistes, des festen Geriistmaterials und der Poren- 
fiillung. 


(Eingegangen: 8. 11. 49.) 
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Das Bestimmen von Linienintegralen mit Hilfe eines Integraphen 


von HEINz ScHILT, Biel 


Man mochte von einer Kurve C die folgenden Linienintegrale berechnen: 


S= fas, m= | xds, i= fads, 


_ worin ds das Bogenelement der Kurve sei. Diese Integrale lassen sich mit einem 
- Integraphen ausmessen. Da der Integraph aber nur von einer Flache Momente 
- zeichnen kann, so mu8 man versuchen, aus 
_ der Kurve eine geeignete Flache zu konstru- 
_ieren, deren Momente in einem einfachen 
_ Zusammenhang zu den Momenten der Kurve 
stehen. Zu diesem Zweck zeichnen wir Ab- 
_ standskurven C’ und C” je im Abstand a von 
der Kurve C und erhalten so einen Streifen 
_ der Breite 2a (vgl. Figur). Falls die Kurve 
Endpunkte hat (nicht geschlossen ist), so 
grenzen wir den Streifen durch die Kurven- 
normalen in diesen Endpunkten ab. 

Ein Punkt P der Kurve habe die Koor- 
dinaten x, y; 7 sei der Kriimmungsradius 
der Kurve in diesem Punkte. Die Kurven- 
normale bilde mit der positiven +-Achse den 
_ Winkel gy; auf dieser Normalen liege der Kurve C mit seitlichen Streifen 
Punkt P(#, y) des Flachenstreifens. Der Ab- Pie? Kriaununecradins. 
stand P P werde mit 7 bezeichnet. 

Ein Flichenelement d/ des Streifens an der Stelle P kann folgendermaBen 


ausgedriickt werden: 


Y 


df = (y+ n) dn dg. 
Berechnet man daraus das Flachenelement df des Sektors, der durch zwei 


_benachbarte Normalen aus dem Streifen geschnitten wird, so findet man: 


+a 
df = [ +n) dndp = 2ardy=2ads, 
n=-@ 
worin ds = v dp das Bogenelement der Kurve C ist. Somit kann die Bogenlange 


S= fds 
der Kurve C aus der Flache F 
F = | dj 
berechnet werden. Es ist: 
en 
a ae 


Da F mit einem Planimeter oder einem Integraphen bestimmbar ist, so ist es 
nach dieser Formel auch S. 


ZAMP 1/20 
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Das statische Moment einer Kurve 


Unter dem statischen Moment einer Kurve versteht man den Wert des In- 
tegrals m = / x ds. Man bilde das statische Moment M = [ % df des Streifens. Da_ 


#=x+ncosp und df= (r+n)dndp 


ist, erhalt man fiir das statische Moment dM des Sektors: 
2 
aM = # (y+ n) dndy= 2a(xrdp + cos dp) ; 


Daraus ergibt sich fiir VM: 
2 
MM — 2a( [xds+ > (cos "cos 9), 


wobei 9, (bzw. p,) der Winkel ist, den die Anfangs- (bzw. End-) Normale mit der 
positiven v-Achse einschlieBt. 

Das zweite Glied verschwindet bei einer geschlossenen Kurve und bei Kurven, 
deren Anfangs- und Endnormalen parallel oder symmetrisch zur x-Achse sind. 
Es ist dann 

. M 
;} WS 2a 5 

Falls dies nicht zutrifft, mu8 man das statische Moment ™, fiir einen weitern 
Streifen bestimmen. Wir wahlen einen solchen, dessen Rand einen Abstand 
a, = 2a von der Kurve C hat. Durch Kombination von M und M, 1aBt sich das 
st6rende Glied eliminieren, es ist dann: ‘ 


8 M—M, 
12a ? 


[xds = 


Trdgheitsmoment dey Kurve C 
Das Tragheitsmoment der Kurve C beziiglich der y-Achse ist definiert durch 
i= | x%ds. 


Man bilde 


1= | af 
uber dem Streifen. Das Tragheitsmoment des Sektors dI berechnet sich ahnlich 
wie oben das statische Moment dM. Wir erhalten: 


2 
al = 2a|ardp + “ 


(y cos?» + 2 x cos ¢) dy : 
Man findet 
I 


a = | x ds + a*k, 


k ist eine Lange, die nicht von der Streifenbreite abhangt und im allgemeinen 
nicht verschwindet. Um k zu eliminieren, bestimmen wir das Tragheitsmoment J, 


des Streifens mit doppelter Breite. 
Wie oben findet man 


ee en ee ORT 


yA eee 


eT 8 Pye 
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Da man gemischte Momente mit dem Integraphen bestimmen kann, so gelingt 
es, auch Kurvenmomente von der Form 


' xy ds 
mit dem Integraphen auszuwerten. 


Die Methode des Streifens, wie sie hier entwickelt wurde, geht nur so lange, 
als a (bzw. a,) kleiner ist als y. Insbesondere versagt sie dort, wo die Kurve C 


_ eine Ecke hat. Man kann sich jedoch so helfen, da8 man die urspriingliche Kurve 
_ an der Ecke teilt. Die Streifen der beiden Teilkurven iiberlappen sich dort, was 


a 
t 
4 


aber das Integrieren mit dem Integraphen nicht hindert. 


(Eingegangen: 18. 10. 49.) 


Varia — Miscellaneous — Divers 


Professor Dr. L. Prandtl 


Am 4. Februar 1950 vollendete Prof. Dr. LuDwic PRANDTL, Géttingen, sein 
75. Lebensjahr. Die Leser unserer Zeitschrift wissen, welchen auBerordentlichen 


_ EinfluB seine Forschungen auf die Entwicklung der angewandten Mechanik aus- 


_geiibt haben und zweifellos weiterhin austiben werden. Wir wiinschen dem Jubilar 


_ aufs herzlichste, daB er sich noch lange Jahre und bei guter Gesundheit der Aus- 


wirkungen seiner erfolgreichen Tatigkeit erfreuen moge. 
Redaktorv und Redaktionskommission 


Wissenschaftliche Tagung der Gesellschaft fiir angewandte Mathematik 
und Mechanik vom 16. bis 19. April 1950 in Darmstadt 


An dieser wissenschaftlichen Tagung wird von in- und auslandischen Rednern 
u. a. referiert werden iiber moderne Rechenhilfsmittel (Integrieranlagen und 
Rechenautomaten) sowie Tabellierungen. Anmeldungen (insbesondere auch fiir 
Vortrage) sind zu richten an: Herrn Prof. Dr. A. WALTHER, FichtestraBe 32, 
Darmstadt (Telephon 936). 


International Conference on Semi-Conductors in Reading (Great Britain) 


A conference on the Properties of Semi-conducting Materials will take place 
at the University of Reading from July 10 to 15 incl. 1950. The conference, 
which is assisted by UNESCO, will be under the auspices of the International 
Union of Physics, in cooperation with the Royal Society, and will be organized 
by Prof. N. F. Morr and Prof. R. W. DitcuBurn. Leading research workers from 
Czechoslovakia, France, Netherlands, Sweden, Switzerland, the U.S.A., and 
Great Britain have accepted invitations to contribute papers. Their subjects 
include the conductive properties of non-metallic solids, photo-conduction, bar- 
rier layer rectifiers, crystal triodes, etc., and the relevant theoretical issues. The 
Proceedings of the conference will be published in book form. A General Prospectus 
can be obtained from the Secretary, Dr. H. K. Heniscu, Department of Physics, 
The University, Reading, England. 
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The International Congress of Mathematicians, 
Cambridge (Mass., U.S.A.), 1950 


Under the auspices of the American Mathematical Society, the International 
Congress of Mathematicians will be held in Cambridge (Mass.) from August 30 to 
September 6, 1950. Main lectures will be presented on recent improvement in the 
fields of algebra, analysis, applied mathematics and topology. For brief reports 
six sections will be established. 

Enquiries should be addressed to the Secretariat of the International Congress 
of Mathematicians, Low Memorial Library, 531 West 116t» Street, New York 
City Neen Unoens 


Union Radio-Scientifique Internationale (U.R.S.1I.) 


La prochaine Assemblée générale de 1’Union Radio-Scientifique Internatio- 
nale, invitée par le Comité national suisse de 1’U. R.S.1., aura lieu du 11 au 23 sep- 
tembre 1950 a l’Ecole polytechnique fédérale, a Zurich, sous la présidence de 
Sir EDWARD APPLETON. 

L’Union se divise en sept commissions, qui sont les suivantes: 

1° Mesures et étalonnages, 
présidée par Dt J. H. DELLINGER. 

2° Troposphére et propagation des ondes, 
présidée par Dt Cu. BuRRows. 

3° Ionosphére et propagation des ondes, 
présidée par Sir EDWARD APPLETON. 

4° Atmosphériques d’origine terrestre, 
présidée par Prof. H. NoRINDER. 

5° Bruits radio-électriques d’origine extra-terrestre, 
présidée par Dt D. F. Martyn. 

6° Ondes et circuits, 
présidée par Prof. Dt B. VAN DER Pot. 

7° Electronique, 
présidée par Dt G. LEHMANN, 

dont les sessions auront lieu séparément en principe. 

L’Assemblée générale aura pour but de discuter des sujets scientifiques se 
rapportant aux différentes commissions. 

Des renseignements complémentaires peuvent étre obtenus par le Secrétariat 
général de 1’Union Radio-Scientifique Internationale, 42, rue des Minimes, 
Bruxelles (Belgique). Les intéressés habitant la Suisse sont priés d’adresser 
leurs demandes au Secrétariat du Comité d’organisation de la IX* Assemblée 
générale de U.R.S.I., 7, SternwartstraBe, Case Postale, Zurich 23 (Suisse) — 
Téléphone (051) 327330. 


Buchbesprechungen ~ Book Reviews — Notices bibliographiques 


Photoelectricity and its Application. By V.K.ZworvKkIn and E.G.RAMBERG 
(John Wiley & Sons, Inc., New York 1949). 494 pp., 381 Fgs.; $7.50. 

Der in den Kreisen der modernen Nachrichtentechniker sehr wohl bekannte 
Autor Dr. V.K.Zworykin, Direktor der RCA., legt mit dem vorgelegten Buch 
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den Lesern die 3. Auflage seiner Photoelectricity in die Hinde. Seit dem Er- 
scheinen der 2, Auflage im Jahre 1934 haben sich sowohl die grundsatzlichen 
Erkenntnisse als auch die Anwendungen dieses Wissensgebietes sehr stark erwei- 
tert. Dieser Umstand hat in der neuen Auflage gebiihrend Beriicksichtigung ge- 
funden. Jeder Ingenieur oder Physiker, der mit dem Problem des Photoeffektes 
zu tun hat, wird tber die Hilfe, die ihm Zworyxktns Buch zu bringen vermag, 
begeistert sein. 

Der Inhalt ist in 20 Kapitel gegliedert und umfaBt neben einer kurzen histo- 
rischen Einleitung, einer knapp gehaltenen allgemeinen Theorie vor allem die 
Beschreibung der Eigenschaften und der Herstellung von modernen Photozellen. 
Besonders ausfiihrlich werden auch die iiber weite Gebiete der Technik zerstreu- 
ten Anwendungen behandelt. Um nur einiges aufzuzdhlen: MeBgeradte, Anwen- 
dung der Photozellen in der Schallwiedergabe, in der Fernsehtechnik, zur Uber- 
tragung von Signalen mit Hilfe von Lichtstrahlen, die Anwendung fiir Verkehrs- 
kontrolle, Sicherheitseinrichtungen usw. In einem letzten Kapitel ist auch ein 
kleiner Ausblick tiber die zukiinftige Entwicklungsméglichkeit der Photozelle 
zusammengefaBt. 

Neben der untadeligen Redaktion, die dem Buche zuerkannt werden muB, und 
dem auBerst sorgfaltig bearbeiteten und reichhaltigen Literaturverzeichnis sei auch 
die ansprechende 4uBere Aufmachung, wie Qualitat des Papieres, des Druckes 
und des Einbandes, besonders erwahnt. 

Das Buch gehort zweifellos in die Handbibliothek aller Leute, die sich mit 
dem Photoeffekt und seinen Anwendungen beschaftigen. E. Baumann 


Grundztige der angewandten Geoelektrik. Von V. FritscH (Manzsche 
Verlags- und Universitaétsbuchhandlung, Wien 1949). 417 S., 408 Abb.; sFr. 58.70. 


Das Buch gibt eine Ubersicht iiber elektrische Eigenschaften von Mineralien 
und Gesteinen und ihre Bestimmung, iiber die Gleichstrom-, Niederfrequenz- 
und Hochfrequenzmethoden zur Sondierung des Untergrundes und ihre Anwen- 
dung auf die Geologie, Lagerstattenkunde, Baugrundforschung, Hydrographie, 
Glaziologie und Blitzforschung. Es lag nicht in der Absicht des Verfassers, die 
mathematischen und physikalischen Grundlagen der Geoelektrik systematisch 
zu entwickeln. Das Werk ist daher kein Lehrbuch fiir den Anfanger. Hervorge- 
gangen aus einer ausgedehnten geoelektrischen Praxis des Verfassers, ist es hin- 
gegen dem Geophysiker wie dem interessierten Geologen und Baufachmann ein 
ungemein schatzenswerter Wegweiser durch die beinahe verwirrende Fiille ver- 
schiedener Methoden und Apparaturen, die in der Geoelektrik verwendet werden. 
Es gibt, unterstiitzt durch das umfangreiche, dem Beniitzer hochwillkommene 
Literaturverzeichnis, einen guten Einblick in den heutigen Stand der Geoelektrik, 
sowie mannigfache Anregungen und, oft gleichsam nebenher in den Text einge- 
streut, zahlreiche wertvolle praktische Winke. F. GaBmann 


- Scientific Foundations of Vacuum Technique. By S. DusHMAN (John 
Wiley & Sons, Inc., New York, 1949). 882 pp, 324 Figs; $15.—. 


Die Hochvakuumtechnik hat in den letzten Jahren gewaltig an Bedeutung 
gewonnen. Sie ist in den verschiedensten Zweigen der Technik zu einem unent- 
behrlichen Hilfsmittel geworden. Neben der Hochvakuumréhrentechnik sei an die 
folgenden Anwendungen erinnert: Hochvakuumaufdampfapparaturen zur Her- 
stellung von Aufdampfschichten fiir optische Anwendungen wie Spiegel, reflex- 
vermindernde Belege, Interferenzfilter ; Hochvakuumschmelz6fen fiir die Metall- 
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urgie; Hochvakuum-Dehydrieranlagen fiir Blutplasma und Penicillinherstellung. 
Diese drei Beispiele zeigen die vielseitigen Anwendungsm6glichkeiten der modernen 
Hochvakuumtechnik. 

DusuHMAN ist denjenigen, die sich mit Hochvakuumfragen befassen, bereits 
bekannt durch sein 1922 erschienenes Buch Production and Measurement of High 
Vacuum, welches in die deutsche Sprache iibersetzt worden ist. Der Leiter der 
Versuchslaboratorien der General Electric Company hat nun dieses Gebiet neu 
bearbeitet. Das vorliegende Werk umfaBt dabei die gesamten modernen Kennt- 
nisse in der Hochvakuumtechnik. 

Als erstes behandelt der Autor die kinetische Gastheorie und die Erschei- 
nungen bei Strémungen von Gasen durch Réhren und aus Offnungen bei ver- 
schiedenen Drucken. Beides bildet die Grundlage fiir das Verstandnis der Hoch- 
vakuumerzeugung, der Druckmessung und schlieBlich der Vorgange in einem 
Hochvakuumsystem. 

Es folgt eine ausgezeichnete Darstellung der Entwicklung auf dem Gebiete 
der Hochvakuumpumpen. Sie enthalt alle wichtigen Daten und Angaben tber 
viele heute verwendete Pumpentypen (amerikanische Erzeugnisse). Eingehend 
werden die HochvakuummeBgerate behandelt und ihre speziellen Anwendungs- 
moglichkeiten diskutiert. Im selben Kapitel ist auch eine Ubersicht tiber die 
modernen Lecksuchgerate gegeben, wie z. B. das Massenspektrometer. 

Drei Kapitel sind der Wechselwirkung zwischen Gasen und Dampfen einer- 
seits und den festen Kérpern anderseits gewidmet. Hier findet man Theorie und 
Datensammlung itiber Gas- und Dampfabsorption unter verschiedenen Bedin- 
gungen, wie verschiedenen Drucken und Temperaturen. Es wird insbesondere auf 
die Absorptionserscheinungen bei Metallen, Kohle, Silikaten (einschlieBlich Glas) 
und Zellulose eingegangen. Hierauf folgt die Behandlung der Diffusion von Gasen 
durch Metalle bei niedrigen Drucken sowie die Gasabgabe durch die verschiedenen 
Metalle. Eine Anwendung dieser Erscheinungen besteht in den Reinigungs- 
methoden fiir Gase durch die Getterung. 

Die mit der Verdampfung von Metallen und Legierungen in Zusammenhang 
stehenden Probleme werden eingehend vom theoretischen Standpunkt sowie von 
der Praxis aus behandelt. Hier findet man eine GroBzahl von Tabellen wichtiger 
Daten. SchlieBlich werden die Dissoziationserscheinungen bei Oxyden, Hydriden 
und Nitriden besprochen sowie die Oxydationsvorgange behandelt. 

Das Werk ist eine vollstandige Bearbeitung der modernen Hochvakuumtechnik. 
Die klare und iibersichtliche Behandlung des Stoffes zusammen mit der Reich- 
haltigkeit an Tabellen und Daten macht es zu einem unentbehrlichen Hilfsmittel 
dieser Technik. Die groBe Zahl von Literaturhinweisen (iiber 1000) und von Namen 
der auf diesem Gebiete tatigen Fachleute zeigt, daB versucht worden ist, die Ar- 
beiten aller Forscher auf diesem Gebiete zu beriicksichtigen und zu einem Ganzen 
zu vereinigen. 

Das Werk muB8 jedem, der sich mit Hochvakuumproblemen beschaftigt oder 
sich in diese Technik einarbeiten will, voll empfohlen werden, denn es bildet 
eine Fundgrube wichtiger Daten und Anregungen. N. Schaetti 


Grundziige der theoretischen Logik. Von D. HiLBERT und W. ACKERMANN 
(Verlag Springer, Berlin 1949). 155 S.; DM 16.50. 


Dieses urspriinglich aus den Ausarbeitungen Hilbertscher Vorlesungen hervor- 
gegangene und von WILHELMACKERMANN zu einem Ganzen abgerundete und 
inhaltlich bereicherte Lehrbuch hat in seinen beiden ersten Auflagen (erschienen 
1928 und 1938) bei dem an den mathematischen Grundlagenproblemen inter- 
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essierten Publikum lebhaften Anklang gefunden und sich auch als Leitfaden fiir 
Vorlesungen bewahrt, so daB das Erscheinen der dritten Auflage lebhaft begriiBt 
werden wird. 
} Der Charakter des Buches ist zugleich ein wissenschaftlich-expositorischer und 
ein pddagogischer. Ohne besondere Vorkenntnisse vorauszusetzen, fiihrt es den 
Leser schnell in die Fragestellungen und Methoden der mathematischen Logik ein. 
Dabei handelt es sich teils um direkte Entscheidungsverfahren, teils um die For- 
malisierung des logischen SchlieBens durch axiomatisch gefaBte Regeln des kalkiil- 
_ maBigen Operierens. Die Betrachtungen werden allenthalben, ausgehend von der 
Orientierung am Inhaltlich-Logischen, bis zur theoretischen Systematik gefiihrt. 

Die Gliederung des Buches in Kapitel erfolgt nach den Gebieten des logischen 
Kalkiils: Aussagenkalkiil, Klassenkalkiil, engerer Pradikatenkalkiil, erweiterter 
Pradikatenkalkiil. Durch eine geschickte Form der Darstellung, welche jede 
Weitschweifigkeit vermeidet, wird die Darbietung eines reichhaltigen Stoffes auf 
einem verhaltnismaBig kleinen Raum und mit einer nur sehr maBvollen Anwen- 
dung von Symbolik erméglicht. 

Die neue Auflage bringt gegeniiber der vorigen erstens einige Verbesserungen 
und Erganzungen im einzelnen und ferner inhaltlich Neues: 1. die Darlegung 
eines (bisher wohl nicht bekannten) Entscheidungsverfahrens fiir den Klassen- 
kalkiil, 2. eine genauere Behandlung des Stufenkalkiils, 3. eine SchluBbetrach- 
tung tiber die Moglichkeiten, den Stufenkalkiil durch andere Arten der Erwei- 
terung des Pradikatenkalkiils zu ersetzen. P, Bernays 


Einfihrung in die Physik der festen Erde. Von H. BERG (Verlag S. Hirzel, 
Ziirich 1949). 295 S., 107 Abb.; sFr. 16.—. 


_Das Buch gibt in gedrangter Form eine gediegene Einfitihrung in die wich- 
tigsten physikalisch-mathematischen Methoden, die bis heute zur Erforschung 
von Form und Struktur des festen Erdk6rpers entwickelt worden sind. Dem 
historischen Ablauf entsprechend, werden in den ersten Abschnitten die astrono- 
misch-geodatischen MeBverfahren behandelt und die mit diesem Verfahren erziel- 
ten Resultate dargestellt. Im nachfolgenden Abschnitt werden Methoden und 
Ergebnisse der Schweremessungen besprochen. Dabei legt der Verfasser beson- 
deres Gewicht auf sorgfaltige Erklarungen der wichtigsten Grundbegriffe, wie 
Potential, Geoid, Isostasie usw. Der nachfolgende Abschnitt gibt eine Ubersicht 
tiber die Methoden und Resultate der Erdbebenforschung, d.h. der sogenannten 
groBen Seismik. Nach einer kurzen Einfiihrung in die Erdbebengeographie und 
Erdbebenstatistik wird gezeigt, wie die von den Erdbebenherden ausgestrahlten 
Erdbebenwellen beobachtet und heute interpretiert werden. Aus den an der 
Erdoberflache beobachteten Laufzeitkurven der verschiedenen Wellentypen er- 
geben sich wertvolle Einblicke in die Struktur des Erdinnern. Mit Beriicksich- 
tigung der wichtigsten Forschungsresultate aus der Geochemie werden dann im 
nachfolgenden Abschnitt die heute zur Diskussion stehenden Hypothesen tiber 
den Aufbau und die Struktur des Erdk6rpers einander gegeniibergestellt. Das 
SchluBkapitel gibt eine kurze Ubersicht iiber die Erscheinungen des Erdmagne- 
tismus und deren Zusammenhang mit solaren Vorgangen. Die Methoden der an- 
gewandten Geophysik zur Erforschung der 4uBersten Erdkrustenpartien werden 
in den entsprechenden Abschnitten jeweils nur kurz gestreift. 

Das Buch eignet sich vor allem fiir Geologen und Geographen, die sich tiber 
die wichtigsten Methoden und Forschungsresultate auf dem weiten Gebiet der 
Geophysik orientieren méchten. Das Werk wird aber auch allen an der Geo- 
physik interessierten Lesern viel Anregung bieten. E, Wanner 
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i] 
Tafeln elementarer Funktionen (Tables of Elementary Functions). Von — 
F. Empe (Verlag B. G. Teubner, Leipzig 1948). 181 S., 83 Abb.; $3.50. 


Im Jahre 1938 wurde das bekannte Tabellenwerk von JAHNKE-EMDE zum ~ 
erstenmal aufgeteilt in einen Band iiber elementare Funktionen (1. Aufl. 1940) — 
und einen solchen tiber héhere Funktionen. Die vorliegende zweite Auflage ist ein — 
fast unveranderter Nachdruck der Ausgabe von 1940. Das Nomogramm auf 
Seite 10 (z = x” in logarithmischer Darstellung fiir —1 < y < +1) ist ersetzt _ 
worden durch ein Relief der Funktion z*. Verschiedene Druckfehler in den Ta- 
bellen sind korrigiert. Im Anhang S. 165, Zeile 16 von oben sollte gelesen werden: 
«wenn * = *,+ nh ist, wobei h das Tabulierungsintervall bedeutet, also....» 


Tafeln héherer Funktionen (Tables of Higher Functions). Von E. JAHNKE 
und F,. EmpE (Verlag B. G. Teubner, Leipzig 1948). 296 S., 177 Abb.; $3.60. | 


Diese neueste Ausgabe des beriihmten « JAHNKE-EMDE» enthalt folgende 
neuen Tabellen: 


1. Eine Erweiterung der Tafel des Fehlerintegrals. 

2. Funktionen des parabolischen Zylinders (RUSSEL-KERRIDGE). 

3. Laguerresche Funktionen (TRICOM1). 

4. Kugelfunktionen 2. Art (VANDREY). 

5. Unvollstandige Angersche und Webersche Zylinderfunktion (P. und E. 
BRAUER). 

6. Zylinderfunktionen J(iy) und H(U(iy) fiir die Ordnungen 1/3 und 2/3 (P. 


und E. BRAUER) statt der friiheren Tafeln von DINNIK. 

Weggelassen sind die fritheren Tafeln der Ableitungen des Fehlerintegrals und 
der WeierstraBschen elliptischen Funktion im aqui-anharmonischen Fall. 

AuBerdem ist der Formeltext in mancher Hinsicht ausgestaltet worden (z. B. 
Debyesche anfangskonvergente Reihen der Zylinderfunktionen). 

Wie der Verfasser im Vorwort schildert, war diese 4. Auflage im Jahre 1944 
bereits fertig, wurde aber durch Kriegsereignisse in der Buchbinderei vernichtet. 
Erst 1948 konnte das damalige Manuskript neu abgedruckt werden. Infolgedessen 
sind manche Fehler in den Tabellen, iiber welche die Zeitschrift MTAC. (Mathe- 
matical Tables and other Aids to Computation, speziell Bd. 3, Nr. 25, S. 365) in © 
der Zwischenzeit berichtet hat, stehengeblieben. Aus demselben Grund sind die 
Literaturangaben auf S. 293 zu erganzen (etwa durch FLETSCHER, MILLER, 
ROSENHEAD: An Index of Mathematical Tables [London 1946] und durch die 
MTAC,). E. Stiefel 
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Theorie und Lésungsmethoden des 
Mehrteilchenproblems der Wellenmechanik 


268 Seiten mit 20 Figuren. In Ganzleinenband Fr. 29.50 


Gektrzter Inhalt: 1. Teil: Allgemeine wellenmechanische Theorie des Mehrteilchen- 
problems. Allgemeine Grundlagen — Zusammengesetzte Systeme — Atome — Mole- 
ktile — GroBe Anzahl gleicher Teilchen — Statistische Behandlungsweise — Wellen- 
quantelung. 

2. Teil: Lésungsmethoden des wellenmechanischen Mehrteilchenproblems. Das 
Variationsverfahren (allg. Grundlagen, Atomprobleme, Molekiilprobleme, Stérungs- 
rechnung) — Die Methoden des «self-consistent field» — Die statistische Methode. 

Der Stoff ist méglichst leicht verstandlich, lehrbuchartig in einer Weise dargestellt, 
die es nicht nur den Studierenden der theoretischen Physik, sondern auch den auf 
den Nachbargebieten arbeitenden Studierenden und Forschern — in erster Linie 
den experimentellen und technischen Physikern sowie Chemikern — mit geringer 
Miihe erméglicht, in dieses wichtige Gebiet der theoretischen Physik einzudringen. 
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Band I — Grundziige der theoretischen Elektronenoptik 
249 Seiten mit 118 Figuren. In Ganzleinenband Fr. 29.— 


Inhalt: Das Elektron im elektrischen und im magnetischen Feld — Der elektronen- 
optische Brechungsindex — Rotationssymmetrische Felder — Die Elektronenbahnen 
in rotationssymmetrischen Feldern — Elektrische Elektronenlinsen — Magnetische 
und elektrisch-magnetische Elektronenlinsen — Die Bildfehler — Zweidimensionale 
Felder. Elektronenprismen — Elektronenspiegel — Schlu8bemerkungen. 

Die lehrbuchartige Behandlung des Stoffes vermittelt eine kurzgefaBte exakte 
Darstellung derjenigen Tatsachen und Methoden der theoretischen Elektronenoptik, 
welche dem Forscher und dem Studierenden zum Verstandnis der Wirkungsweise 
elektronenoptischer Gerate und zur richtigen Dimensionierung elektronenoptischer 
Anordnungen bekannt sein miissen. Zahlreiche Literaturhinweise sollen, falls sich der 
Leser iiber einzelne Fragen eingehender orientieren moéchte, einen bequemen Zugang 
zur Originalliteratur bieten. 
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Fernsehens; ferner die Probleme der Regeltechnik. 


Monatlich ein Heft - Vierteljahrlich DM 15.50 


Prospekte und Probehefte bitten wir unter Bezug auf diese Anzeige anzufordern beim 


Verlag des Archivs der elektrischen Ubertragung 
(16) Wiesbaden-Biebrich, Mthlweg 2 


ae ; . 


ape ee 


Millimeter- una 
Logarithmenpapiere 
ED. AERNI-LEUCH, BERN 


Fabrikation technischer Papiere 


WISSENSCHAFTLICHE ZEITSCHRIFTEN 
aus dem Verlag Birkhauser, Basel . 


Helvetica Physica Acta 
Edita a Societate Physica Helvetica 
Redaktionskomitee: P. Huser, Basel — J. Rosset, Neuchatel — A. MERCIER, 


_ Bern — A. Perrier, Lausanne — P, Scuerrer, Ziirich — J. WEIGLE, Genéve. 


Redaktion: M.Fierz, Universitat Basel 


Abonnementspreis pro Jahr fiir Mitglieder der Schweizerischen physikali- 
schen Gesellschaft: Inland Fr. 22.—, Ausland Fr. 28.—; fiir Nichtmitglieder: 


Inland Fr. 32.—, Ausland Fr. 38.-; Einzelnummer fiir Mitglieder Fr. 4.50; 


fiir Nichtmitglieder Fr. 7.-. Jahrlich 6-8 Hefte von zusammen 500-600 Seiten 


Elemente der Mathematik 


Revue de mathématiques élémentaires — Rivista di matematica elementare 
Patronat: G.Dumas, Lausanne — H.Feur, Genf — R.FUuETER, Ziirich — 
H. Jeckuin, Ziirich : 
Redaktion: L. Locner-Ernst — E. VoELLMy — E. Trost 
Abonnementspreis: jahrlich Fr. 7.-, Ausland Fr. 10.-; Einzelnummer 
Fr. 1.80. Erscheint alle 2 Monate 


Zu beziehen durch Ihre Buchhandlung 


VERLAG BIRKHAUSER BASEL 


